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OZET

ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Ezgi Giileng

Uygulamali Matematik Yiiksek Lisans Programi
Tez Danismani: Dog. Dr. Ersin Ozugurlu

Haziran, 2014, 64 Sayfa

Bu ¢alismada adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan niimerik yontemler
ele alinmigtir. Mithendislik ve fizik alanlarinda yapilan ¢alismalar igin diferansiyel
denklemler biiylik 6nem tasimaktadir. Bircok diferansiyel denklem analitik olarak
coziilebilmektedir. Ancak c¢ok sayidaki fiziksel uygulamalarda ortaya c¢ikan adi
diferansiyel denklemler analitik olarak c¢oziilemeyebilir. Boyle denklemler niimerik
metotlarla ¢oziilebilirler. Diferansiyel denklemler i¢in yaklasik sonu¢ bulan bir¢ok
metot bulunmaktadir.

Bu tezde ilk olarak bu metotlar ele alinmis, metotlar hakkinda bilgi verilmis ve bu
yontemler arasinda kiyaslama yapilmistir. Ardindan, segilen dérnek problem iizerinde bu
yontemler ayri ayri uygulanmis ve sayisal ¢oziimlerini elde etmek ve bu ¢oziimleri
analitik ¢oziimle karsilagtirmak i¢in bilgisayar programi hazirlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Adi Diferansiyel Denklemler, Niimerik Analiz



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

Giileng Ezgi

Graduate Program of Applied Mathematic
Supervisor : Associate Professor Ersin Ozugurlu

June, 2014, 64 pages

In this research, numerical methods used in the solution of ordinary differential
equations are discussed. For the work done in the fields of engineering and physics
equations is of great importance. Many differential equations can be solved analytically.
However, many ordinary differential equations arising in physical applications can not
be solved analytically. Such equations can be solved by numerical methods. There are
several methods for approximate results of differential equations.

In this thesis, these methods are discussed firstly and then these methods are explained
in detail. Beside, there is also a comparison among them. Then, on the selected sample
problems, the methods were applied separately to obtain the numerical solutions. To
compare these numerical solutions with analytical solutions, we used Fortran computer
program.

Keywords : Ordinary Differential Equations , Numerical Analysis
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1. GIRIS

Niimerik yontemler, diferansiyel denklemler icin c¢ok Onemlidir. Cilinki birgok
miithendislik ve fen bilimlerinde karsilagilan diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziim
yontemi yoktur. Bu nedenle; analitik metotlar uygulanamadigi zaman bu problemler

niimerik yontemler kullanilarak ¢6ziilmektedir.

Dolayisiyla gercek hayattaki birgok problem, tlirevler arasindaki iliskiyi gérmek daha
kolay oldugundan diferansiyel denklemlerle modellenir.
Ornegin Newton’un ikinci kanunu
f = ma
ivmenin hizin zamanla degisimi oldugu hatirlanarak

dv f

ik
seklinde birinci dereceden, veya hizin da mesafenin tiirevi oldugu hatirlanarak

d?s f

=% m
seklinde ikinci dereceden bir adi diferansiyel haline getirilebilir. ivmenin sabit olmasi
halinde bu denklemlerin analitik ¢oziimleri sirasiyla

v(t) = at + v,
1 2
s(t) = Eat + vot + 5

seklinde olup, ¢coziimlerde yer alan v, Ve s, sabitleri sirasiyla hiz ve konumun baglangi¢
degerleridir. Bu denklemler kullanilarak, bagimsiz degisken olan t zamaninin herhangi
bir degerinde v hizinin ve s konumunun sayisal degerleri elde edilebilir.

Bircok diferansiyel denklem analitik olarak c¢oziilebilir ve bulunan genel ¢oziimde
denklemin mertebesine esit sayida keyfi integral sabiti yer alir. Sayet integral sabit
say1s1 kadar kosul ortaya konulursa sabitlerin degerlerini elde etmek miimkiin olur.
Biitiin kosullarin bagimsiz degiskenin ayn1 degeri igin belirlenmesi halinde problem
“baslangic deger problemi” olarak adlandirilir. Kosullar bagimsiz degiskenin iki farkl
degerinde, 6zellikle ilgilenilen bir bolgenin sinirlarinda verildigi takdirde problem “sinir

deger problemi” olarak nitelendirilir.



Bu ¢alismada adi diferansiyel denklemlerin ¢6zlimii i¢in kullanilan sayisal teknikler ele
aliacaktir. Problemin sayisal olarak ¢6zlimii i¢in gerekli sayida kosulun bilinmesi ve
bu kosullarin sayisal ¢oziimde kullanilmasi gereklidir. Coziim tekniklerine Euler
yontemi ile baslanacak ve ardindan Yiiksek Mertebeden Taylor yontemleri, Runge-
Kutta Yontemleri ve Coklu Adim Yontemleri ele alinacaktir. Segilen 6rnek bir adi
diferansiyel denklem probleminin sayisal ¢6ziimlerini elde etmek ve bu ¢oziimleri

analitik ¢coziimle karsilagtirmak i¢in bilgisayar programi hazirlanacaktir.



2. ILGILI LITERATUR

Diferansiyel denklemler konusunda yapilan ilk ¢alismalar, 17. ylizyilin ikinci yarisinda,
diferansiyel ve integral hesabin kesfinden hemen sonra, ingiliz matematik¢i Newton
(1642-1727) ve Alman matematik¢i Leibnitz (1641-1716) ile baglar. Daha sonralari,
matematik tarihinde biiyiik isim yapmis olan, Isvigreli matematikcilerden Bernouilli
kardesler takip eder. 18. yiizyilda, Euler, Clairaut, Lagrange, D’Alembert, Charbit,
Monge, Laplace ile 19. yiizyilda da, Chrystal, Cauchy, Jacobi, Ampere, Darboux,
Picard, Fusch ve F.G. Frobenius, diferansiyel denklemler teorisini, bugilinkii ileri
seviyeye getiren matematikgilerdir.

Belli tip diferansiyel denklemlerin, belli sartlar altinda bir ¢oziimlerinin mevcut
olmasinin ispati, diferansiyel denklemler teorisinde varlik teoremi konusunu teskil
etmekte olup, bu da, ilk olarak 1820 ile 1830 yillar1 arasinda, Fransiz matematik¢i A.L.
Cauchy tarafindan tesis edilmis ve daha sonra gelenler tarafindan gelistirilmistir.
Diferansiyel denklem kavraminin, fonksiyonlar teorisi, diferansiyel geometri, mekanik,
astronomi, fiziki-kimya konulari ile sik1 bir ilgisi vardir.

Baz1 diferansiyel denklemlerin analitik anlamda ¢oziimlerine ulagilamamasi sonucu
niimerik ¢6ziim ve niimerik integral kavramlarina ihtiyag duyulmustur. Diferansiyel
denklemler, uygulamali matematik alaninda, fiziksel olaylarin problemlerinde ve
matematiksel modelleme problemlerinde kullaniimaktadir.

Fiziksel olaylarin matematiksel ifadesi olan diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimleri,
bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere bagli olarak 20. yiizyilin ilk ¢eyreginde
baslayarak giiniimiize kadar devam eden bir siireci olusturmaktadir. 20. ylizyil,
diferansiyel denklemlerin geometrik ve topolojik olarak yeni bir versiyonudur. Amag
¢Oziimiin geometriksel olarak davranig niteligini anlamaktir. Daha fazla bilgiye ihtiyag
duyuldugunda, niimerik yontem ile elde edilen veriler kullanilmistir. Bilgisayarlar,

lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin ¢aligmasina hiz katmastir.



3. GENEL BIiLGILER

3.1 DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN TANIMI VE SINIFLANDIRILMASI

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore (diferansiyel) tiirevlerini i¢eren bagintiya

diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklemde bagimsiz degisken bir tane ise bu diferansiyel
denkleme adi diferansiyel denklem denir.

Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, birden fazla bagimsiz degisken ve bunlarin

tiirevlerinden olusan diferansiyel denkleme kzsmi diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden tirevi o diferansiyel
denklemin mertebesini belirtir.

Bir diferansiyel denklemin mertebesinin kuvvetine o diferansiyel denklemin
derecesi denir.

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevleri 1.dereceden ve
denklemi bagimli degisken ve onlarin tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar

yalnizca bagimsiz degiskenlere bagl ise bu denkleme lineer diferansiyel denklem denir.

Ornegin,
dy
- = Xsinx

diferansiyel denklemi siniflandirilirsa; bu denklemde y bagiml x bagimsiz degisken, adi
diferansiyel denklem, 1.mertebe, 1.derece ve lineer diferansiyel denklemdir.

Bir diferansiyel denklem,

d
F(x,y,d—z) =0

veya genel olarak



dy d?y dy
F ) ) ) ) ") =
<x Y dx’ dx? dxm 0

seklinde yazilir.
d (dy) _d?%y
dx\dx) dx?

gosterim sekilleri de dogrudur.
Bagimli degiskenin tek olmasi halinde genellikle bagimsiz degiskeni x ile bagiml

degiskeni de y ile gosterilir.
Ornegin, i) g—y burada y bagimli, x bagimsiz degiskendir.
X

ii) Iny'+y+ Xy =—X burada y bagiml1 x bagimsiz degiskendir.
Adi diferansiyel denklemlerde y nin x e gore tlirevleri degisik sekillerde gosterilir.
Ornegin, y nin x e gore,
Birinci tiirevi;
Y_yp-d

dy
D=—=-"2=D
dx y dx:dx y

Ikinci tiirevi;

d’y d d’y 2
Y _yp="o"Y_p
dx? y dx  dx? y

Uciincii tiirevi;

—=y" D=—=—-=D"y seklinde yazilir.



Adi diferansiyel denklemlere ait birkag¢ 6rnek :

d2
Fra At
% + y — XZeZX
X
d’y d’ .dy 2
=2 = 2 5 i gy==_¢¥
o ae Cax Y
Kismi diferansiyel denklemlere ait birkag¢ ornek:
2 2 2
0 li+6 li +a l: =0 , u(xy,z2)=0
ox~ oy® oz
oy _ 1% _
aca
ou  ou
— = , u(x,y)=0
OX~  Oxoy

3.2 ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN BASLANGIC DEGER
PROBLEMI

Basitlestirilmis varsayimlar altinda sarka¢ salimim hareketi ikinci mertebeden

diferansiyel denklemle tanimlanur.

40 9 ino =0
T A

Sekil 3.1 : Basit sarkac




Burada L sarkacin uzunlugu, g =~ 9.8 m/sn? diinyanin sabit yercekimi ve 6 sarkacin
dikeyle yaptig1 agidir.

Ek olarak, eger sarkacin harekete basladigi durum t=t, aninda, 6(t,) = 6, (8, sabit) ve
sarkacin bu noktadaki hizi, 8'(t,) = 6|, 6zel olarak belirtirse, bu problem baslangi¢
deger problemi olarak adlandirilir.6 nin kii¢iik degerleri i¢in, sinf yerine 6 alindiginda,

(Taylor agilimindan) bu problem basitlestirilerek lineer baslangi¢ deger problemi olur.

ng g ! !
T+ =0, 0(t) =6, 0'(t) = 6

Bu problem standart bir diferansiyel denklem teknigiyle ¢oziilebilmektedir. 8 nin daha
biiylik degerleri i¢in yaklasim metodu kullanilmalidir. Birinci mertebeden baslangic
deger problemine gore acik¢a bulunmus ¢oziimler, adi diferansiyel denklem {izerine
herhangi bir ders kitabinda bir¢cok metotla detaylandirilir. Pratikte, fiziksel olaylarin
caligmalarindan kaynakli problemlerin sadece birka¢i tam olarak c¢oziilebilir. Bu

boliimde baslangic kosulu, y(a) = a olan

Y _ iy <t<b
dt_f ny a= — ]

diferansiyel denklem formundaki problemi yaklasik olarak ¢6zmeyle ilgilenilecektir.
3.3 BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ GENEL TEOREMi

Diferansiyel denklemler, degisken degistirmeyi igeren fizik ve miihendislik
problemlerini modellemek i¢in kullanilir. Gergek hayattaki pek ¢ok durumda, bu 6rnek
diferansiyel denklemi ¢dzmek ¢ok kargiktir. Iki yaklagimla ¢oziim aranir. lk
yaklagimda; lineer olmayan diferansiyel denklem lineerlestirilir ve orijinal denklemin
¢Ozlimii olarak kullanilir. Diger yaklasim metodu; bu boliimde incelenecek olan orijinal
problemin yaklagik ¢oziimii i¢in kullanilan metottur. Bu yaklagim, daha kesin sonuglar
ve gercek hata bilgilerini verdiginden en yaygin kullanilandir. Bu boliimde ele alinacak
metot, baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiine siirekli yaklagim tiretmemektedir. Aksine

yaklasimlar belli bir yerde ve esit araliklardaki noktalarda bulunuyor. Ara degerlere



ihtiya¢ duyulursa, bazi interpolasyon metotlar1, 6rnegin; Newton, kullanilir. Baslangi¢
deger problemlerinin yaklasik ¢oziimlerini ele almadan 6nce adi diferansiyel denklem
teorisinden birka¢ tanima ve sonuca ihtiya¢ vardir. Problemdeki kiiciik degisikliklerin,
¢Oziimde kiigiik degisiklikler gosterip gostermedigini bilmeye ihtiya¢ duyulur, ¢linkii bu
niimerik metotlarin kullaniminda yuvarlama hatalarinin meydana gelmesi sebebiyle ¢cok
Oonemlidir.

Tamim 3.3.1 D c R? kiimesi iizerinde V (t,y1) , (t,y2) € D igin,

|f(t,y1) — f(&,y2)] < Llys — vl

esitsizligini saglayan L > 0 sabiti varsa , f(t,y) fonsiyonuna y degiskenine gore
Lipschitz kosulunu sagliyor denir ve L sabiti f fonksiyonunun Lipschitz sabiti olarak

adlandirilir.

Ornek 1 Eger D={(t,y)|1<t<2, -3<y<4}ve f(t,y) =t|y| ise D deki
herhangi (t,y,) ve (t,y,) noktalari i¢in,

|f(t,y1) — f(6y2)] = |t|3’1| - t|}’2||

= |tl|lysl = ly2l| < 2lyy = yal

Bundan dolayi; f, D de, y degiskenine gore Lipschitz sabiti 2 olacak sekilde saglar.

Lipschitz sabiti i¢in miimkiin olan en kii¢iik deger 2 dir, ¢linkii

If 21 - f20l=12-0]=2]1-0|

Tamm 3.3.2 V (t,y;) Ve (ty,) €D ve (1 =Nty +At,, (1 =Ny, +Ay,) €D ise

D ye R? de bir konveks kiime denir. Geometrik olarak Tanim 3.3.2 sunu ifade eder:



D’deki herhangi iki nokta ig¢in, bu iki noktay1 birlestiren dogruda D’ nin iginde ise bu

takdirde D ye konveks kiime denir. Bu alanlar, bu béliimde
D={(ty)la<t<b,—o0<y<x}

seklinde goz oniine alinacaktir, burada a ve b sabit.

Sekil 3.2 Konveks kiime

(t1,39)

konveks konveks degil

Teorem 3.3.3 Varsayalim ki, f(t,y) , D c R? konveks kiimesi tizerinde taniml1 olsun.

Eger, V(t,y) € D igin

|% (t,y)| <L, (1.1)

esitsizligini saglayan L > 0 sabiti varsa, bu takdirde f(t,y), D tizerinde y degiskenine

gore L Lipschitz sabiti olmak iizere Lipschitz kosulunu saglar.

Teorem 3.3.4 Farzedelimki, D ={(t,y)|la<t<b,—c0 <y < o}ve f(ty),
D’de stirekli olsun. Eger f fonksiyonunun y degerinde ve D’ de Lipschitz kosulunu

sagliyorsa, baglangic deger problemi,

y'(@t) =f(ty), a<t<bicin y(a) =«

tek bir y(t) ¢6ziimiine sahiptir.



Ornek2 y' =1+ tsin(ty),0<t <2, y(0)=0

baslangi¢ deger problemi ele alinirsa, t’yi sabit tutup ve fonksiyona ortalama deger

teoremi uygulanirsa

f(t,y) =1+ tsin(ty),

buradan y; < y,iken

f&y)—f(t,y)) 0 .2
LRI - 1) = teos(§n)

olacak sekilde ¢ € (y4,y,) sayisinin var oldugu bulunur. Béylece

If(t,y2) = f(t, vyl = |lyz — yallt? cos(€t)| < 4|y, — v

ve f,y degiskeninde L = 4 iken Lipschitz kosulunu saglar.

Ekolarak ; f(t,y) ; 0<t<2 ve —oo<y< o iken siireklidir. Teorem 3.3.4 bu
baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii oldugunu belirtir. Belli bir problemin,
kiigiik bir degisiklik ya da pertiirbasyonun ¢oziimde kiigiik degisiklikler yaratip

yaratmadig1 nasil belirlenir?

Oncelikle bu kavrami da agiklamak igin pratik bir tanim verilmesi gerekir.

Tanim 3.3.5
dy
= fy), a<t<b, yl@=aqa, (1.2)

baslangi¢ deger problemi; asagidaki iki kosul saglaniyorsa, iyi konumlanmistir denir.

i) Problemin, tek bir y(t) ¢coziimii varsa;
ii) Herhangi bir € > 0 i¢in k(&) pozitif sabiti vardir, oyle ki |gy| < e ve [§(t)| < €

olacak sekilde §(t) , [a, b] 'de siirekli olmak lizere tek ¢6ziim z(t)’dir.
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Tim a <t < bigin |z(t) — y(t)| < k(e)e olacak sekilde

%:f(t,z)+6(t).aﬁtﬁb» z(a) = a+ & (13)

diferansiyel denkleminin tek bir z(t) ¢oziimii mevcuttur. (1.3) denklemi ile belirtilen
(1.2) orijinal problemi ile iliskili bir "pertiirbasyon problemi” olarak adlandirilir. Burada
diferansiyel denklem ifadesinde bir §(t) hatasinin varligini ve baslangi¢ kosulunda da

bir £, hatasinin oldugu varsayilir.
Teorem 3.3.6 Farzedelimki, D ={(t,y)| a<t<b ve — 0 <y < oo}.

Eger f siirekli ve D’de, y deki degeri Lipschitz kosulunu sagliyorsa, baglangic deger

problemi

dy
Ezf(t,y) , a<t<b, yla)=a«a

1yl tanimhidar.

Ornek3 D ={(t,y)| 0<t<1, —o<y<o} Ve
dy
E=y—t2+1,OStS2, y(0) = 0.5 (1.4)

baslangic¢ deger problemi dikkate alinsin. Buradan;

o(y—t*+1
e e R

dy

Teorem (3.3.3) belirtirki, f(t,y) =y —t>+1 , D iizerinde,y de ve L = 1 iken
Lipschitz kosulunu saglar. f, D’ de siirekli oldugundan Teorem(3.3.6) dan problem iyi

tanimlidir.

Dogrulugunu dogrudan gosterebilmek i¢in ‘pertiirbasyon problemi ’dikkate alinir.

dz
Ezz—t2+1+6 ,0<t<2,2(0) =0.5+ &, (6 ve g sabit) (1.5)

strastyla (1.4) ve (1.5) ten ¢oziim ,

11



y(t) = (t+1)2—=0.5e" ve z(t) = (t+1)?2 + (§ + g, — 0.5)et — &
Eger |5]| < € ve |gy| < € ise bu taktirde tiim t ler igin
ly(t) —z(t)] = |(6 + gp)et — 6| < |6 + gple? + |6] < (2e? + 1)e

boylece (1.4) teki problem  k(g)=2e? + 1, Ve > 0 i¢in iyi tanimlidur.
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4. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI
4.1 EULER YONTEMI

Euler yontemi pratikte nadiren kullanilsa da, elde edilisinin basitligi daha ileri

tekniklerin elde edilmesinde kullanilabilir.

Metodun amaci, iyi konumlanmig

%zf(t,y), as<t<b, yl@=a (1.6)

baslangi¢ deger problemine bir yaklagim elde etmektir.

Gergekte , y(t) ¢Oziimiine siirekli bir yaklasim elde edilemeyecek, ancak y ye
yaklagimlar [a, b] araliginda ‘ag noktast® olarak adlandirilan noktalarda yapilacaktir. Tk
yaklasik ¢6ziim bu noktalardan elde edilir, araliktaki diger noktalarda yaklasik ¢6ziim
interpolasyon ile bulunur. Biz ilk kosul olan, [a, b] araligi boyunca esit dagilmis ag
noktalarinda hesaplayacagiz. Bu kosul, pozitif bir N tamsayisi ve ag noktasi sec¢ilerek

saglanir.

t;=a+ith, Vi=0123..,N igin.

Iki nokta arasindaki mesafe h = b%a dir ve adim aralif1 olarak adlandirilir. Euler

yontemini elde etmek i¢in Taylor Teoremine ihtiyag¢ vardir.

Farz edelim ki, y(t),

dy
=)

denkleminin tek ¢6ziimii olsun, [a, b] de iki siirekli tiireve sahip olsun, boylece (t;, t;1)
de baz1 & ler igin her bir i=0,1,2,...,N-1 i¢in,Taylor Teoremini t = t; noktasinda y(t)
fonksiyonunun i¢ine yazilirsa,

(tiv1 — t;

Y(tia1) = Y() + (tigr = 8)Y' (&) + —5—y"(€) . y € C*([a,b])
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ynin (t;4+1) deki yaklasik degeri asagidaki formiille elde edilir.

h = t;;1 — t; olduguna gore

hZ
y(tiv1) = y(t) + hy'(t) + iy”(ii)

ve y(t;) icin (1.6) denklemini saglar.

2

h
y(tiv1) = y(&) + hf (&, y(t)) + EJ’"(&') : (1.7)

Vi=123,..,N icin w; = y(t;) yaklasik degerini hesaplamak icin Taylor

acilimindaki kalan terim ihmal edilerek Euler yontemi elde edilir.
Bu nedenle Euler yontemi,
Wy =a
Wiz, = w; + hf(t;,w;), Vi=0,12,..,N —1icin (1.8)

(1.8) denklemi Euler yontemine bagl fark denklemi olarak adlandirilir. Euler yontemini
geometrik olarak anlamak i¢in, dikkat edin ki w; , y(t;) ye yakin bir yaklasim oldugu

zaman problem iyi konumlanmaistir, varsayima ;
f(t,w) =y (t) = f(t,y(8))
ifade eder.

Sekil 4.1 (a) da y(t;) fonsiyonunun grafigi gosterilmektedir. Sekil 4.1 (b) de Euler

yonteminin ilk adimi ve Sekil 4.2 te de adimlar sirayla gosterilmektedir.
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Sekil 4.1: Euler Yonteminin ilk adinm

L ¥
¥y} = ¥(b) 1

¥ =f{t ¥

T Téim ¥'(@) = f(a @)
¥}
gy =a T 1
g = ;I ;| flz LY I— h '-!

-~y

Euler yontemi; pratikte yeterli olmamasina ragmen, uygulamalarinda iretilen hatay:
analiz etmek icin yeterli bir baslangictir. Sonraki boliimlerde ele alinacak daha kesin

yontemler i¢in, hata analizi ayn1 yolu takip eder ancak daha karmasiktir.

Euler yonteminde, bir hata sinir1 elde etmek i¢in iki tane yardimci teoreme ihtiyag

duyulur.
Teorem 4.1.1 Tiim x > —1 ve herhangi bir m pozitif sayisi i¢in
0<(A+x)m<e™

dir.
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Ispat f(x) =e* , x, = 0 aTaylor teoremini uygulayalim ve n=1 ;
1
e = 1+x+§xzef
yi verir, burada & , x ve 0 arasindadir. Buradan,
1
0< 1+x£1+x+§x2ef=ex

ve 1+ x = 0 oldugundan
0<A+x)™ < (eX)™ =e™,
Teorem 4.1.2 Eger s ve t pozitif gergek sayilar {a;}%_, bir dizi, ag > —é ve
Vi=012,..,kicina;;; < (1+s)a;+t

ise bu taktirde

. t t
Airq1 < e(l+1)$ (ao + E) _E (19)

Ispat  Sabit i degeri icin, (1.9) esitsizligi gosterir ki
A1 < (1 +5s)a; +t
<A+s)A+s)a;_,+t]+t

<A+9){A+9)[A+s)a;_,+t]+t}+t

SA+)Map+[1+A+)+ (@A +9)?++ 1 +9)e

Ama,

1+(1+s)+(1+s)2+---+(1+s)i=Z(1+s)j
j=0
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geometrik seridir.
Toplamlart ,

1—(1+s)™
1-(1+5s)

= [(1+ ) —1]

Buradan ;

. t t
t= (1+s)‘+1<a0 +—)——,
s/ s

. 1+ s)i*t—1
Gy < (1+5)Hgy + L7 "1

x =1+ s iken Teorem 4.1.1 i kullanilarak

, t t
aiyq < e(H—l)S (ao + E) _;

elde edilir.

Teorem 4.1.3 Farz edelim ki f, D ={(t,y)| a<t<b,—o <y < oo} bolgesinde

stirekli ve Lipschitz kosulunu L sabiti ile saglasin ve tim t € [a, b] igin

ly"(t)| < uolacak sekilde bir u  pozitif sabiti vardir. y(t), baslangic deger
probleminin tek bir ¢éziiminii y' = f(t,y) ,a <t <b,y(a) = a ifade etsin ve N
pozitif tamsayisi i¢in wg Wy, Wy, ..., wy terimleri Euler yontemi tarafindan diretilen

yaklagimlar olsun. Bu taktirde , Vi = 0,1,2, ..., N i¢in
hu .
ly(t) — w;l < oL [ektima) — 1] (1.10)

Teorem 4.1.3 {in zay1fli§1 ¢oziimiin 2.tiirevi i¢in bilinen sinirlarin gereksinimine ihtiyag

duyar. Bu kosul gercek hatanin siirini elde edilmesine engel olmasina ragmen,

. . .0 aof . _ o e
belirtmekte fayda var ki, eger a_}: ve é nin her ikiside varsa kismi tlirev i¢in zincir

kurali kullanilarak

dy’ d d d
y"(t) = d—yt () = d—{(t,y(t)) = a—{(t,y(t)) + a_j; (t,y®)f(ty®)
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ifadesi elde edilir. Boylece y"'(t) i¢in y(t) yi bilmemize gerek kalmadan bir hata

siirini elde etmek miimkiin olur.
Gergekte diferansiyel denklemin formu,
Wy =a
Wiz, = w; + hf(t;,w;) , Vi=012,..,N —1i¢in
t; , ag noktasinda y; ¢oziimiine yaklagim hesaplanamaz.
Onun yerine ,
Uy=a+ 6,
U1 =U; +hf(t;,U;) + 8,41 , Vi=012,..,N—1 igin (1.11)

formunu kullaniriz, burada §; , U; ile birlikte yuvarlatma hatasin1 belirtir. Teorem 4.1.3
in ispatinda, bunun i¢in daha basit bir metot kullanilir. Euler metodu tarafindan verilen

sonlu fark yaklagimi i¢in yuvarlatma hatasini ihmal edebiliriz.
Teorem 4.1.4 y(t), baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimiinii belirtsin.
y =fty), a<t<b, y(a)=a ve (1.12)

Up, Uy, ..., Uy  (1.11) de kullanilan yaklasimlardi. Eger [§;| <& Vi=0,12,..,N

icin ve Teorem 4.1.3 iin hipotezi (1.12) i¢in devam ettiginde
1 <h,u é

y(t) - Ul <7(5+ E) [e(i7®) — L] + |8 e, (1.13)

i=012,..,N icin (1.13) sigrama hatasi h a gore lineer degildir. Gergekte
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yeterince kiiciikk h degerleri i¢in hatanin daha biiyiik olmasi bekleniyordu. Analiz, h

adim aralig1 i¢in sigrama araliklartyla belirleniyor.
hu )
E(h) == -
(h) ( 2 ) * (h)
dan,
ey = (Y o (8
Ew=(5)+ ()
yi belirlenir.

Eger;, h< % iken E'(h) <0 ise E(h) azalandur.
h> % iken E’(h) > 0 ise E(h) artandir.

E(h) enkiigiik degerini, h = \/% iken alir. (1.14)

Yaklasimda, azalan h , bu degerin Otesinde toplam hatayr arttirma egilimindedir.
Normalde, bu alt sinirdaki 6 degeri yeterince kiigiiktiir, h Euler yonteminin ¢aligmasini

etkilemez.

Sekil 4.3 Hata Analizi

Eh) |

Toplam Hata

T Kesme
- Hata=1

*

L]
|llllllll‘ﬂ_
I
r

F

+ o _ Yuvarlama Hatasi

T 7 5/k (hiperbolik)
h

]
£
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4.2 YUKSEK MERTEBEDEN TAYLOR YONTEMLERI

Sayisal tekniklerin amaci, az ¢aba ile dogru yaklagimlar1 belirlemek oldugundan, ¢esitli
yaklagim ydntemlerinin verimliligini karsilastirmak i¢in bir yonteme ihtiya¢ duyariz. ilk
dikkate alacagimiz mukayese yontemi yerel kesme hatasi olarak adlandirilan yontemdir.
Yaklagim i¢in kullanilan fark denklemi diferansiyel denklemin gerg¢ek ¢oziimii igin

yetersiz kaldigindan belirli bir adimda yerel kesme hatas1 olusur.
Tannm 4.2.1 Vvi=0,1,2,...,N—1 icin

Wy =a

wir1 = i + ho(t;, w;)

ile verilen fark yontemi;

vit1 — (7i + hod(t,y1)) _ Yir1 —

y.

Tis1(h) =

i =0,1,2,..,N — 1icin yerel kesme hatasina sahiptir. Euler yontemi igin,

y=fty) , as<t<b, yla)=«a

probleminin i. adimdaki yerel kesme hatasi,

vi=012..,N—1 icin t;4,(h)= % — f(tuy)

Burada her zamanki gibi y; = y(t;) , t; de ¢6ziimiin gergek degerini belirtir. Bu hata bir
yerel kesme hatasidir, ¢iinkii bir nceki adimin kesin oldugunu varsayarak belirli bir
adimda yontemin dogrulugunu o6lcer. Aslinda, yerel kesme hatas1 diferansiyel

denkleme, adim biiyiikliigline ve yaklasimdaki belirli adima baghdir.

h2
y(tivn) = y(t) + hf (L, y(t)) + AL
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denklemi dikkate alinirsa, (t;, t;,,) araligindaki baz1 ¢; ler igin Euler yonteminde yerel

kesme hatasinin

h n
Tia (B = 23" (6)
oldugu goriilir. y"'(t), [a, b] de bir M pozitif sabiti ile sinirli oldugu bilindiginde, bu
h n h 144 h
rea ] = [53760| < 31y €Dl < 5M

oldugu anlamina gelir, béylece Euler yonteminin yerel kesme hatast O(h) tir. Adi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in fark denklemi se¢iminin bir yolu, uygun bir
siirda yontemlerin hesaplanmasini ve sayisini korurken yerel kesme hatasi, miimkiin
oldugu kadar biiyikk p degeri igin O(hP) olacak sekildedir. Diferansiyel denklemin
¢ozlimiine Taylor teoreminde n=1 alarak Euler yontemi elde edildigi i¢in ilk denemede
fark yontemlerinin yakinsaklik 6zelliklerini gelistirmek igin, bu elde etme yontemi n nin

daha biiyiik degerlerine genisletilir.

Farz edelim ki y(t);

y' =f(ty) , as<t<b, yla=a

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii (n+1) tane siirekli tiireve sahip olsun, yani

(v € C"*'([a, b)).

Eger, y(t) fonksiyonunu n. Mertebeden Taylor polinomunu kullanarak t; noktasi
civarinda seriye agip, t;,, noktasinda hesaplanirsa, (t;, t;;,) arasindaki bazi &; degerleri
i¢in,

2 n

! h 144 h
y(tis1) = y(t) + hy'(t;) + R4 (t)+ -+ Fy(”)(ti)
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n+1

elde edilir.

y'(® =f(ty®), y'@©®=Ff(ty®),

y(t) nin ardisik tiirevlerini verir ve genel olarak,

y® @) = fE (8, y(®).
Bu sonuglar (1.15) denkleminde yerine yazilirsa,

2
y(tip) =y(t) + hf (G, y(8)) + 7f’(tiry(ti) + - (1.16)

FE D, y(6)) + e (YD)

elde edilir. (1.16) ya karsilik gelen fark denklem yontemi §; yi igeren kalan terimi

silerek elde edilir. Bu metot n. Mertebeden Taylor metodunu olarak adlandirilir:
Wy = Q,
Wis1 = w; F W T™(t,w) , Vi=0,12,..,N—1icin, (1.17)

burada,

n-—1

(D] h ’ h (n-1)
TW(t;, w;) = f(t;, w;) + Ef (ti, w;) + -+ f (t;, ;).

n!

Not olarak; Euler yontemi, birinci mertebeden Taylor yontemidir. (n=1)

Teorem 4.2.2 h adim araligimdave y € ("*[a, b] de

y' () =f(ty@®) , a<t<b , yla)=a«a

nin n. mertebeden Taylor yontemi kullanilirsa, yerel kesme hatas1 O (h™) olur.
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4.2 RUNGE-KUTTA YONTEMI

Onceki béliimde 6zetlenen Taylor ydntemi, yiiksek basamaktan yerel kesme hatasinin
istenen Ozelliklerine sahiptir, ama f(t,y) nin tirevinin hesaplanmasi ve
degerlendirilmesi gerektiginden dezavantajlidir. Bu pek ¢ok problem icin karisik ve

zaman alicidir, bu sebepten Taylor yontemi pratikte nadiren kullanilir.

Runge-Kutta yontemleri, f(t,y) nin tiirevinin hesaplanmasini ve degerlendirmesini
hari¢ tuttugumuzda, Taylor yonteminin yiiksek basamaktan yerel kesma hatasina
sahiptir. Bu yontemlerin elde edilmesi fikri sunulmadan once, iki degiskenli Taylor

Teoremini hatirlatmaya ihtiyag vardir.

Teorem 4.3.1 Farz edelim ki, f(t,y) ve onun (n+1). kismi tiirevleri
D={ty)]a<t<h, c<y<d}

bolgesinde siirekli ve (ty, y9) € D olsun.

Her (t,y) € D igin &; t Ve t, arasinda, u ; y Ve y, arasinda olacak sekilde

f(t,y) = B.(t,y) + Rp(t,y) ,

burada

of of
Pu(t,3) = f(to,y0) +| (= ) 35 (to.yo) + 0 = Yo) 5.t o)

_ 262 aZ
[T ) + €= 0= 30 5 o)
e Zyo) f(to, O)l
1 an
E;()(t—to)” 0= 30) o7 €0 )

ve
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n+1
1 1 . - gntl
R =i 2 (7 ) €= I =30 s e

(n+1)!« . ot"*1-igy
]=

P,(t,y) fonksiyonu, (ty,y,) daki f fonksiyonu ig¢in n. dereceden Taylor
polinomu diye adlandirilir ve R, (t,y), B,(t,y) ye bagh kalan terimdir.

Ornek 1

[_(t—Z)Z_(y—S)Z]
ft,y) =el * 4 lcos(t+y—4)

fonksiyonu ile birlikte, P,(t,y), (2,3) noktasi civarinda f in 2. dereceden Taylor

polinomunu gosterir,
9 2 3 2
P(ty) =1-2(t- 2% =20t -y —3) —1(y - 3)

iki degiskenli polinomdur. Bu polinomu belirlemek igin gerekli tiirevi elle
hesaplamak yorucudur. Runge-Kutta yonteminin elde edilmesindeki ilk adim, a4, a, ve

B degerlerini belirlemek i¢in a4 f (t + @4,y + [, ) ifadesinin

h
T(Z)(t:y) = f(tJ’) +Efl(t'y)

ye yaklasiminda 2. mertebeden Taylor ydntemi igin yerel kesme hatasmnin O(h?) den

biiylik olmamasi kosulu aranir.

d 0 9]
F103) = 00 = B0+ L @y ©

ve y'(t) = f(t,y) oldugundan

ho ho
T@(t,y) = f(t,y) + Ea_}; t,y) + 5% &NfEy) (1.18)

denklemini verir.
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(t,y)de f(t+ ay,y + B1) 1. dereceden Taylor polinomu olarak ifade edilirse
of of
af(t+ay,y+p) =af(ty)+ a1 5; (t,y) +afy P ty)

+a;R (t +ay,y + B1) (1.19)

verir, burada t ve t + a, arasinda baz1 &, y ve y + f3; arasinda p vardir ve

Ryt +a,y + ) =22 W + aupr oL € w +Z 2L (6w, (1.20)

f in katsayilar1 ve (1.18) ile (1.19) denklemlerindeki tiirevlerin eslenmesi sonucu ii¢

denklem elde edilir.

. _ of . _h,
f(ty): a; =1; 9t (t,y): a1“1—§,
ve
of ' _h
R (t,y): a1 b, = Ef(t,)’)-

a;, a1, B, parametreleri tek bir sekilde a; =1, a; =§ ve By =% f(t, y)olarak

belirlenir, boylece

@ h h h h
TO(y) = f (£ 45,9+ 570 = Rt +3,7 + 3£ )
ve denklem (1.20) den

h 2 Zf f

2 ey 2L f W,

Eger f intiim 2. mertebeden kismi tiirevleri sinirli ise, bu taktirde
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R t+h +h (t,y)
1 z’y 2f ’y 4

2.mertebeden Taylor ydnteminin yerel kesme hatasinin derecesi O(h?) dir. Sonug
olarak, 2.mertebeden Taylor ydnteminin yerine yeni yontemi kullanarak hata

ekleyebiliriz ama hatanin mertebesini arttiramayiz.

h h

2 2
nin yazilmasi orta nokta yontemi olarak da bilinen 6zel bir Runge-Kutta yontemidir.
4.3.1 Orta Nokta Yontemi

Wy = a
Wiy = Wi + hf ((l)i + %, wj + gf(ti' (A)l)) ) Vi= 0,1,2, ,N -1 1@11’1

a;f(t+a;,y+ ;) de sadece ii¢ parametre mevcut ve hepsi T nin eslesmesinde
gereklidir, bizim herhangi bir yiikksek mertebeden Taylor yontemi igin, kosulu

saglayabilecek daha karmasik bir forma ihtiya¢ vardir.

2

3) h ’ h "
r=ay) =fey+5f @y +f'¢y)
yaklagimi i¢in en uygun dort parametreli form,
a, f(t,y)+ azf(t +a,y+ 52f(t,y)) (1.21)

2
dir; ve bununla birlikte, bu (%) f"(t,y) nin genislemesinin sonucunda ortaya ¢ikan

h% [of 2

—|=—(, t,

= FACO %

terimini eslestirmek i¢in yeterli esneklik yoktur. Sonug¢ olarak; (1.21) kullanilarak
0(h?) yerel kesme hatasiyla elde edilen en iyi yontemdir. (1.21), dort parametreye

sahiptir ancak diger secimlerden daha esnektir, dolayisiyla O(h?) yontemleri saglanmis

olur.
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4.3.2 Tyilestirilmis Euler Yontemi

Iyilestirilmis Euler yontemi de, énemli bir O(h?) metotudur. Bu metotta;

a, =a, = %ve a, = 6, = h secilerek asagidaki fark denklemi elde edilir.
Wy =«

Wiy = W; +g[f(ti'a)i) + f(tiyp 0 + hf (G, 0))] ,Vi=012,..,N—1.
4.3.3 Heun’s Yontemi

Diger énemli O(h?) metotu, Heun’s ydntemidir. Burada

a—l a—3
1_4' 2_4

, Ve a; =6, = %h secilerek asagidaki fark denklemi elde edilir.
(1)0 =

h 2 2 .
Wip1 = Wi + Z[f(tl-,a)i) + 3f(tl + gh,a)i + ghf(tl,a)l))] y Vi= 0,1,2, ,N —1.

Her iki yontemin yerel kesme hatalarinin mertebesi, 2.mertebeden Runge-Kutta yontemi

olarak siniflandirilir.
4.3.4 4.Mertebeden Runge-Kutta Yontemi :
wy =,
ki = hf(t, w),
ko= hf (t+ 2,0+ 2ky),
ks = hf (ti+5,0;+3ks),
ky = hf (tiy1, i + k3),

Wis1 = W +%(k1 + 2k, +2ks+k,), Vi=012 .., N—1.
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y(t) ¢bziimiiniin bes tane siirekli tiirevi varsa (C°([a, b])), bu yontem O(h*) yerel
kesme hatasina sahiptir. Yontemdeki k4, k,, k3, k, notasyonlarinin tanitilmasinin sebebi

f(t,¥) nin ikinci degiskeninde art arda yuvarlama ihtiyacini yok etmektir.

4.3.5 Hata Kontrolii ve Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi

Bir baslangi¢ deger probleminin yaklasik ¢6ziimii ve belirli bir integralin yaklasik deger
problemi arasinda yakin bir iliski vardir. Bu beklenen bir durumdur, baslangic deger
probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in uyarlanabilir yontemler vardir ki bu yontemler sadece

etkili degil, hatanin kontroliinii de kapsar. ideal bir fark denklem yontemi;

Wip1 = Wi + hd)(ti, wi'hi) , [ = 0,1,2, ,N - 1,

y =f(ty), ag<t<b, y(a)=aq,

baslangi¢ deger probleminin y(t) ¢oziimiine yaklasik bir deger alabilmesi i¢in € > 0
i¢in, su Ozellige sahip olmalidir; |y(¢t;) — w;| global hatasinin & degerini agmamasi igin
minimum sayida ag noktalar1 ( i = 0,1,2,..., N — 1) kullanilmalidir. Ag noktalarinin
minimum sayida olmasi ve ayrica beklendigi gibi fark yonteminin global hata
kontroliiniin esit aralikli noktalarda olmasini istemek tutarsizliktir. Bu boliimde ag
noktalarinin uygun se¢imiyle, etkili bir bigimde fark denklem yonteminin hata kontrolii

icin kullanilan teknikler hesaplanacaktir.

Bir yontemin global hatasi genel olarak belirlenememesine ragmen, yerel kesme
hatasiyla global hata arasinda yakin bir iliski vardir. Farkli mertebeden yontemlerin
kullanimiyla yerel kesme hatasi tahmin edilebilir ve bu tahmini kullanarak dyle bir adim
arali@1 secelim ki yerel kesme hatasin1 ayn1 ve global hatayr kontrol altinda tutsun. Bu
teknigi orneklersek, farz edelim ki iki yaklagim teknigimiz var, birincisi; n.mertebeden

Taylor yonteminden elde edilmisg, n.mertebeden yontem

y(tiv1) = y(t) + ho(t;, y(t), h) + 0(A™1)

tiretilen yaklagimlar;
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Wy = a,
Wiy = w; + he(t;, w;, h) , i > 0igin, T;,1(h) = 0(h™*!) de yerel kesme hatasidir.

Genelde, bu yontemin Taylor yonteminin Runge-Kutta’ya uygulanmasiyla iiretilir.
Ikinci yontem de bu yonteme benzerdir ama bir mertebe yiiksektir. (n+1).mertebeden

Taylor yonteminin formu;
y(tiv1) = y(t) + he(t;, y(t:), h) + O(R™2),
su yaklagimlar1 verir ve
Wy =a
Wiy = @0; + hd(t;, @;, h) ,i > 0 icint;y,(h) = O(R™Y) yerel kesme hatasidr.
Varsayalim ki ; w; = y(t;) = @; Ve h sabit adim araligin1 segelim ki,
W41 V& ;41 degerleri y(t;;1) icin yaklasik degerler olsun.

y(tiv1) — y(t)

Tiv1(h) = . — ¢t y(t), h)
= M — ¢(t;, w;, h)

_ y(tiv1) — [w; + hop (¢, w;, h)]
h

_ 1
~n Y (tiv1) — Wip1)-

Benzer bir yontem;

1
Tiv1(h) = n (tiv1) — Wip1)

ve sonug olarak,
1
Ti41(h) = 7 (Y (tir1) — ®ig1)
= = [(Y(tis1) = Bis1) + @pe1 — 011)]
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— 1 ,—
=Ti41(h) + ;(‘Ui+1 — Wi41) -

Amat;,.,(h) = 0(h"™) ve T;.,(h) = O(h™*1) , buyiizden 7;,,(h) n énemli kismi;

1
ﬁ (@i41 — Wis1)

den gelmelidir.

1 _
Ti41(h) = E (Wi+1 — Wiy1)

bize mertebesi O (h™) olan bir yontemin, yerel kesme hatasi igin kolayca hesaplanan bir

yaklagim verir.

Amacimiz, sadece yerel kesme hatasin1 kolayca tahmin etmek degil, belli bir sinir
icinde, yerel kesme hatasini sabit tutacak adim biytlikliigiinii ayarlamaktir. Bunu

yapmak i¢in farz edelim ki,
741 () = 0(A™)
oldugu i¢in, k, h tan bagimsiz bir say1 olmak iizere
Ti+1(h) = Kh"
olur. w;,; ve @;4q gergek yaklasgimlarinin kullanimi ile tahmin edilebilen, gh yeni bir

adim biiyiikliiklii, n. mertebeden yontemin uygulanmasiyla meydana gelen yerel kesme
hatas1

n

q .
Ti41(qh) = K(qh)™ = q"(Kh") = q"1;41(h) = T(wiﬂ — Wit1)

¢ araciligiyla 7;,4 (qh) 1 sinirlamak igin

n

q
7|wi+1 —wiy1l| = |tip1(@h)| < €

olacak sekilde g segilir.Buradan;
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< ( gh )l/n
q=s\7—m—
W41 — W41l

dir.

Runge — Kutta — Fehlberg yontemi, bu esitsizlikte kullanilan hata kontrolii i¢in daha

yaygin bir yontemdir.
Bu yontem;

25 . +1408k +2197k 1k
216 1 ' 2565 2 4104 * 5°°

Wit = W; +

seklinde ifade edilen 4. mertebeden Runge — Kutta yonteminde hatay1 tahmin etmek igin

_ o _ .16 - 6656 28561 9 2
@irr = QT 35 T 198252 T 56430 ¢ T 505 T 55

ke,

5.mertebeden yerel kesme hatali Runge-Kutta yontemi kullanilir, burada
ki = hf (t;, w;),
h 1
ko= hf (t+2, 0+ 3k),

3h 3 9
ks = hf (ti+3 01+ ke +=kz),

12h 1932 7200 7296
k4_hf(ti+7’wi+2197 17 21972 " 3197 3)’
439 3680 845
ks = hf (t;+ how; + o ky = 8ky + ks — =k, ),
h 8 3544 1859 11
k6—hf(ti+;,wi—;k1+2k2——2565k3+—4104k4—4—0k5).

Bu metodun bir avantaji her adim i¢in f nin sadece 6 tane deger gerektirmesidir. Keyfi
olarak 4. ve 5.mertebeden Runge — Kutta metotlarmin birlikte kullanilmasi 4.
mertebeden metot i¢in f nin en az 4 degerini ve ek olarak 5. Mertebeden metod igin 6

degerini, toplamda da en az 10 fonksiyonel degerini gerektirir.

Hata kontrol teorisinde , i. adimda h nin baslangic degeri, bu adimda g nun

belirlenmesine yol a¢an; w;,; V& w;; in ilk degerlerini bulmak i¢in kullanildi ve daha

31



sonra hesaplamalar tekrarlandi. Bu islem, hata kontrolii olmaksizin her adimda

fonksiyonel degerlerinin sayisinin 2. katin1 gerektirir.

Pratikte, kullanilacak q degerinin artan fonksiyon degerlerinin hesaplanma maliyetini,

kayda deger yapmak igin segilir. i. adimda belirlenen q degerleri iki amag i¢in kullanilir.

Gerekirse ; i. adimda h nin baslangi¢ se¢imini ve gh kullanarak islemlerin tekrarini
reddetmek (i +1). adim i¢in h 1n uygun bir baglangic se¢imini tahmin etmek
fonksiyonel degerlendirmeler yoniinden ortaya ¢ikan islem yiikii nedeniyle adimlarin
tekrar edilmesi durumunda g nun tasarruflu segilmesine dikkat edilmelidir.

Dogrusu ; n = 4 iken Runge-Kutta Fehlberg metodu i¢in,

Ya Ya

= 0.84 <L>

W41 — Wiyl

(o)
q= =
2|wip1 — Wiyl

en uygun sec¢imdir.
4.4 COK ADIMLI YONTEMLER

t;+1 ag noktasinin yaklasik degeri, Oonceki t; ag noktalarinin yalnizca birinden elde
edilen bilgilerle bulundugundan, bu noktaya kadar bahsedilen yontemlere tek adimii
yontemler adi verilir. Bu yontemler, t; ile t;,; arasindaki noktalarda fonksiyonel
degerleri kullanabilse de, daha sonra bulunacak yaklasik degerlerde bu bilgiyi
kullanamazlar. Bu yontemlerin kullandig1 tiim bilgiler, yaklagik ¢6ziimiin {izerinde

bulundugu alt aralik igerisinde elde edilir.

t;+1 deki yaklasik ¢oziimiin elde edilmesinden Once her bir ¢y, t;, ...t; noktasinda
yaklagik ¢6ziim mevcut oldugundan ve |w]- — y(tj)| hatas j ile birlikte artma egiliminde
oldugundan, t;,; de yaklasik bir ¢oziimiin bulunmasi sirasinda daha kesin mevcut

verileri kullanan yontemlerin gelistirilmesi mantikli gériinmektedir.

Bir sonraki noktada yaklasik ¢oziimii bulmak i¢in yaklasik ¢6ziimiin Onceki ag
noktalarinda kullanildig1 yontemlere ¢ok adimli yontemler ad1 verilir. Bu yontemlerin

tanimi1 agagida, iki tiir cok adimli yontemler olarak birlikte verilmistir.
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Tanim 441 y' = f(t,y), a<t<b, y(a)=a, (1.22)

baslangic deger problemini ¢ozmek icin m adimli ¢ok adimli yontem ; t;;, ag
noktasindaki w;,, yaklasik ¢Oziimiinii bulmak i¢in, asagida m nin 1’den biiyiik bir

tamsay1 oldugu denklem ile belirtilen bir fark denklemine sahiptir:
Wit1 = Qp_1W; + QWi + -+ AgWit1-m (1.23)
+h[bmf (i1, ®iv1) + bya f (i ;)
+ 4 bof (Liv1-m Wir1-m)],

i=m-— 1, m, ..., N-1 1(;11'1 h= (b - a)/N y, Ao, Aqy -y Aip—q ve bO'bli""bm—l

sabit degerlerdir ve baslangi¢ degerleri
Wy = Q, w1 = aq, Wy = Ay, ... yWim—1 = Amp—1
olarak belirtilmistir.

b,, = 0 oldugunda, (1.23) denklem, w;,; degerini daha 6nce belirlenen degerlere bagl
olarak acikca verdiginden, bu yonteme a¢ik yontem adi verilir. b, # 0 oldugunda, w;,,
(1.23) denkleminin her iki tarafinda da bulundugundan ve sadece istii kapali bir

bicimde belirtildiginden, bu yonteme kapali yéntem adi verilir.
ORNEK 1 Herbiri=3,4,...,N—-1icin

Wy =a, W =0ag Wy = Ay, w3 = as, (1.24)

h
Wiy1 = Wi + 24 [55f(t;, w;) — 59f (tiq, wi—1) + 37f(ti—z, wi—3) — 9f (ti_3, w;—3)],

denklemleri, dordiincii mertebeden Adams-Bashford teknigi olarak bilinen agik bir dort

adiml1 yontemi tanimlar.
Her biri=3,4, ..., N—1icin,

Wy =0a, W] =a, Wy = Ay, (1.25)

h
Wiy = w; + >4 [9f (tit1, wiy1) + 19F (t;, w;) — 5f (tiq, wi—1) + f(ti—z, wi—3)],
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denklemleri ise, dordiincii mertebeden Adams-Moulton teknigi olarak bilinen kapali bir

tic adiml1 yontemi tanimlar.

(1.24) veya (1.25) denklemlerindeki baslangi¢ degerlerinin, genellikle w, = a alip,
kalan degerleri Runge-Kutta yontemi veya herhangi baska bir tek adimli yontemle,

bulunarak belirtilmesi gerekir.

(1.25) gibi kapali bir yontemi dogrudan uygulamak igin, w;,, i¢in kapali denklemi
¢ozmek gerekir. Bunun genel olarak yapilabilecegi veya w;,; icin 6zel bir ¢dziimiin

her zaman bulunabilecegi kesin degildir.

Cok adimli bir yontemin tiiretilmesine baslamak igin, baslangic deger probleminin
¢Oziiminiin (1.22), [t;, t;+1] araligt Uzerinde integralinin alinmast durumunda, su

ozellige sahip olacagi g6z onilinde bulundurulsun:

tiv1 tive
Y =y = [y @de= [ fey@)de
Boylece,
tiv1
y(tiv) = y(t) + f(t,y(@)dt (1.26)

t

olacaktir. Problemin ¢oziimii olan y(t) yi bilmeden f(t,y(t)) nin integrali
alinamayacagindan, bunun yerine, énceden elde edilmis (ty, wy), (t1, w1), ..., (t;, ;)
veri noktalarinin bazilariyla belirlenen f (t,y(t)) ye P(t) ara degerli polinomunun

integrali alinir. Buna ek olarak, y(t;) = w; aldigimizda, (1.26) denklemi su hale gelir:

tit1

Y(ti) ~ @ + f P(t) dt (1.27)

t

Her tiirlii ara degerli polinomun tiiretme i¢in kullanilabilecek olmasina karsin, en uygun

yontem Newton geri fark formiiliinii kullanmaktir.

Adams-Bashford agik m adimli teknigini tiiretmek igin
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(ti,f(ti,y(ti))),( i— lﬁf(tl LY (- 1))) ( i+1— m'f(tl-l-l m Y (Cip1- m))) yoluyla

Pm-1(t) geri fark polinomu olusturulur. Py.1(t), m — 1 dereceden ara degerli bir polinom
oldugundan, (t;;1_m, t;) icindeki herhangi bir &; sayisi, asagidaki denklemle ortaya
¢cikmaktadir:

fon (s‘uy(fl))

f&y(@®) = Ppa(t) + (t = t)(t = ti—q) oo (€ = Eit1-m)

tzti+5h

degiskeninin yerine dt = h ds getirilmesinin P,,_;(t) ve hata terimine dahil edilmesi,

asagidaki denklemi ifade eder:

e y(t))dt—f Z e () P e

t

tit1
m)(&. .
+ f - (izly(a)) (& =) (t = timg) o (E = Ligqm)dt

t

_ zk: ka(ti,y(ti))h(_l)kjo (_ks) ds

hm+1

* m! Jo s(s+ 1) (s +m—Df™(&, y(&))ds.

k nin gesitli degerleri i¢in (—1)% fol(_ks)ds integralleri kolayca degerlendirilerek, Tablo

4.1 de listelenir.

Ornegin, k = 3 oldugunda,

v [ (e [ e

1 1
=€f (s3 +3s2+2s)ds
0
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1[s* 1,9y 3
[ 3 2 —_(Z) =2
—6l4+s+sL () :

Tablo 4.1:integral degerleri

K 0 1 2 3 4 5
1k 1(—S)d 1 1 S 3 3 3
=D . \k S 2 12 8 8 8

Bunun sonucunda,

tiy1 1 5
] f(ty@®)dt=nh [f (6 y()) + 5 Vf (v () + Evzr(ti,yaa) 4 ]

i

hm+1

1
T fo s(s+ 1) (s+m—1f™ (& y(E))ds. (1.28)

[0, 1] iizerinde | 01 s(s + 1)+ (s +m— 1) isaret degistirmediginden, Integraller igin
Ortalama Deger Teoremi, t;;1_;, < I; < ;41 oldugu herhangi bir y; Sayisi i¢in (1.28)

denkleminden (1.29)denklemini ¢ikarmak tizere kullanilabilir:

hm+1

1
— [ sCs D (s m= D5 y(ED)ds
' 0

R (g y (g
a m!

))J s(s+1)- (s+m—1)ds
0

veya (1.29)

1

A,y )" [ () ds

y(tis) —y() = |, tt_i“ f(t,y(t))dt (1.26) numarali denklemin su sekilde yazilmasi

mumkindir:
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Y(tur) = Y00 + R [F(0,7(00) + 5 V(6 9()) + 5 V70 4 .

1

Oy ) -0 [ () ds (130)

0

ORNEK 2  Ug adimli Adam-Bashforth teknigini uygulamak i¢in, m = 3 olmak iizere
(1.30) denklemi degerlendirilirse:

1 5
y(tien) = YD) + R £t YD) + 5 VF (6 y(0) + o3 7 (700 4. |
=y(t;) + h{f(tiJY(ti)) + % [ (v (&) = f(timy, y(ti-1)]
5
t [ (e y(t)) — 2f (tim1, y(ti1)) + f(ti—z,}’(ti—z))]}

h
=y(t) + 12 [23f (¢, y(£)) — 16f (i1, y(tiz1)) + 5F (ti2, ¥ (ti2)]-
Dolayistyla, ti¢ adimli Adams-Bashforth yontemi i =2, 3, ..., N — 1 i¢in sdyle olacaktir:

(1)0 =aQq, (1)1 = al, (DZ = 6(2,

h
Wiy = w; + 1z [23f(t;, w;) — 16f (ti—1, wi—1) + 5f (ti—z, wi—3)],

Cok adimli yontemler, Taylor serisi kullanilarak da tiiretilebilir. Cok adiml
yontemlerde yerel kesme hatasi, tek adimli yOntemlerinkine paralel bir bi¢imde
tanimlanir. Tek adimli yontemlerde oldugu gibi, yerel kesme hatasi, diferansiyel
denklemin ¢6ziimiiniin, fark denklemini ¢6zmede nasil basarisiz oldugunu gdsteren bir

ol¢iit saglamaktadir.

Tamnm4.42 y' =f(t,y), a<t<b, y(a)=a  baslangic deger probleminin

¢cozimil y(t) ise ve
Wiy1 = Ap1W; + QWi + -+ ApWiy1-m

+h[bp f (tiv1, Wis1) + boa f (i, 0;) + - + bof (tit1-m» Wit1-m)],

¢ok adimli bir yontemin (i + 1). adimi ise, bu adimdaki yerel kesme hatasi,
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heri =m —1,m,..., N — 1 i¢in s0yle olacaktir:

Y(tiz1) — amo1y () — - — agy(tiz1-m)
h

Tiv1(h) =

_[bmf(ti+1ry(ti+1)) +oeet bof(ti+1—mry(ti+1—m))] (1.31)

ORNEK 3 Ornek 2’de uygulanan ii¢ adimli Adams-Bashforth yonteminin yerel kesme
hatasini belirlemek i¢in, (1.29) numarali denklemdeki hatanin bi¢imi ve Tablo 4.1 deki

uygun girdi ele alinirsa:

1
—s 3n*
R FO Gy (-D? [ (3)ds =5 £ (o ya0)
0
£ (n,y()) = y®y; oldugunu ve Ornek 2 de tiiretilen fark denklemini kullanarak,

herhangi bir p; € (t;_,, t;4+1) igin

y(tiv1) —y(t)

Tiv1(h) =

1
BET] [23f(ti, y(t)) — 16f (ti=1, ¥ (ti—1)) + 5f (ti—a, ¥(ti=2))]

4

1[3h* 3h
=7 |5 fO M ym) | = —5r“u

Gerekli baslangi¢ degerleri ve yerel yuvarlama hatalariyla birlikte ¢ok adimli agik
yontemlerden bazilar1 asagida verilmistir. Bu tekniklerin uygulanmasi, Ornek 2 ve 3

teki islemlerle aynidir.
4.4.1 Adams-Bashforth iki Adimh Acik Yontemi:

(1)0 =a, (1)1 = al;
n
wip1 = 0; + 7 [B3f (4, ;) = f(ti—1, wi-1)] (1.32)

denkleminde, i = 1,2, ..., N — 1 dir. Yerel kesme hatasi ise herhangi bir

. - 5
Wi € (tim, tiv1) i¢in Tipq () = ¥ ()R olur.
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4.4.2 Adams-Bashforth U¢ Adimh Agik Yéntemi:
Wg=Qa, W =0a, Wy=0a,
Wiy = Wi + 1—}12 [23f (t;, w;) — 16f (ti—1, wi—1) + 5f (ti—z, wi-2)]
denkleminde, i = 2,3, ..., N — 1 dir. Yerel kesme hatasi ise herhangi bir
i € (ti-a,tia) igin Tiea(B) = Sy @ ()h® olur.
4.4.3 Adams-Bashforth Dort Adimh Acik Yontemi:

(U():a, w1 = aq, Wy = Uy, w3 =a3,

(1.33)

(1.34)

n
Wir1 = 0; + 7 [55f (t, ;) = 59f (ti—q, wi—1) + 37f (ti—z, wi—2) — If (ti-3, Wi-3)]

denkleminde, i=3,4,..,N—1 dir. Yerel kesme hatasi ise herhangi bir p; €

251

(tims tisn) igin Ti41(R) = —=y©® (w)h* olur.

4.4.4 Adams-Bashforth Bes Adimh A¢ik Yontemi:

Wy = a, w1 = Ay, Wy = Uy, w3 = ag, Wy = Ay,

h
Wiy = W; + m[l%lf(ti,wi) —2774f (ti_1, wi—1)

(1.35)

+2616f (ti—p wi—z) — 1274f (t;_3, w;—3) + 251f (t;—_4, w;—4)]

denkleminde , i = 4,5, ..., N — 1dir. Yerel kesme hatasi ise herhangi bir

Hi € (ti—so Lis1)

i¢in
95
Tiv1(h) = ﬁy(@ (u)h3
olur.
tiva
fty()dt
ti
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integralinin yaklagik degerinin belirlenmesinde ilave bir ara deger noktasi olarak
(tiz, f (ti+1,y(ti+1))) kullanilmasiyla, kapali yontemler uygulanabilir. Daha yaygin

kapali yontemlerin bazilar1 asagida verilmistir.
4.4.5 Adams-Moulton iki Adimh Kapah Yontemi:

Wy =0, W=y,

Wiy = W; + % [5f(ti+1, wir1) + 8f (b, w) — f(ti-1, wi-1)  (1.36)
denkleminde i=1,2,..,N—1 dir. Yerel yuvarlama hatasi, herhangi bir y; €
(ti-1,tira) gin Tiya(R) = =2y @ ()h® olacakur,

4.4.6 Adams-Moulton U¢ Adimh Kapal Yontemi:

U)0=a, w1 = U, Wy = Uy,

Wiy = w; + % [9f (tiv1, wip1) + 19f (¢, ;) — 5f (tiq, wi—1) + f(ti—2, w;—2)](1.37)

denkleminde i=2,3,..,N—1 dir. Yerel yuvarlama hatasi, herhangi bir p; €

(b=, tisa) iginTups (B) = =55y ()h*  olacakur.

4.4.7 Adams-Moulton Dort Adimh Kapah Yoéntemi:

wyg=0a, w1 = aq, Wy, = Ay, w3 = a3

h
Wiy = w; + m[251f(ti+1' wiyr1) + 646f(t;, w;)]

—264f(ti_q, w;—1) + 106f (t;—p, w;—p) — 19f (t;—3, w;—3) (1.38)

Denkleminde i = 3,4, ..., N — 1 dir. Yerel yuvarlama hatasi, herhangi bir

. 3
Wi € (ti-z tiyq) icin Tyq(R) = ——=y©()h® olacaktr.

m adimli bir Adams-Bashforth a¢ik yonteminin (m — 1) adimli Adams-Moulton kapali

yontemiyle karsilagtirilmasi ilgingtir. Bu yontemlerin her ikisi de her adim igin f
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teriminin m degerlendirmesini igerir ve her ikisinin yerel kesme hatalarinda da
y™*+D (1, )h™ terimi mevcuttur. Genel olarak, yerel kesme hatasinda f in bulundugu
terimlerin katsayilari, kapali yontemlerde, acik yontemlere kiyasla daha azdir. Bu da
kapali yontemlerde daha yiliksek kararlilik ve daha diigsiik yuvarlama hatasi anlamina

gelir.

Kapali Adams-Moulton yontemi, ayni dereceden agik Adams-Bashforth yonteminden
daha iyi sonuclar vermistir. Genellikle bu durumun s6z konusu olmasina karsin, kapal
yontemlerde, bir zayiflik olarak, yontemi Oncelikle w;,; i¢in cebirsel olarak ac¢ik hale
cevirmek gerekir. Asagidaki baslangi¢ deger problemi ele alindiginda da goriilebilecegi

gibi, bu islem her zaman miimkiin degildir.
y'=e¥Y, 0<t<025 y(0)=1

f(t,y) = e” oldugundan, ii¢ adimli Adams-Moulton yonteminde fark denklemi olarak

asagidaki denklem vardir ve bu denklem w;,; icin agik olarak ¢oziilemez:

h
Wi1 = w; + ﬁ[‘)e“’i“ + 19e®i — 5e®i-1 4 g@i-z]

w1 € yaklasik deger belirlemek i¢in Newton yoOntemi veya sekant yoOntemi
kullanilabilir fakat boyle bir durum, islemi biiyiik 6l¢lide karmasiklastirir. Uygulamada,
cok adimli kapali yontemler yukarida belirtildigi gibi kullanilmaz. Bunun yerine, agik
yontemlerle elde edilen yaklasik degerleri iyilestirmek igin kullanilir. Ag¢ik ve kapali
tekniklerin kombinasyonuna dngorme-diizeltme ydntemi adi verilir. Bu yontem,

yaklasik bir deger 6ngoriir ve kapali yontem, bu 6ngoriiyti diizeltir.

Baslangi¢ deger problemi i¢in asagidaki dordiincii derece yontem ele alsi. Ilk adim,
dort adimli agik Adams-Bashforth yontemi icin wg, wq, w, Ve w3 baslangi¢c degerlerini
hesaplamaktir. Bunu yapmak i¢in, dordiincii dereceden tek adimli bir yontem olan,
dordiincii derece Runge-Kutta yontemi kullanilir. Bir sonraki adim ise, Adams-
Bashforth agik yontemini ongdriicii olarak kullanarak, y(t,) terimine, wio) yaklasik

degerini hesaplamaktir:
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h
w0y = w5 + 57 [55f (85, 3) = 59F (t2, w3) + 37 (11, @1) = 9f (¢, wo)]

a)‘(}o) teriminin ti¢ adiml kapali Adams-Moulton yonteminin sag tarafina yerlestirilmesi
ve bu yontemin bir diizeltici olarak kullanilmasiyla, bu hesaplama iyilestirilebilir. Bu

hesaplama asagidaki sonucu verir.

wil) = W3 + % [9f(t4, (1)5_0)) + 19f(t3, (1)3) - Sf(tz, 602) + f(tlr(‘)l)]

Bu islemde gereken tek yeni fonksiyon degerlendirmesi, diizeltici denklemindeki
f (t4, wio)) fonksiyonudur ve f in diger degerleri Onceki yaklasik degerler igin

hesaplanmustir.

Bu durumda, wf) degeri y(t,) e yaklastirma olarak kullanilir ve Adams-Bashforth

yonteminin ongoriicii ve Adams-Moulton yonteminin diizeltici olarak kullanilmasi, wéo)

€3]

ve we ~ iny(ts) terimine ilk ve son yaklastirmalarini bulmak i¢in tekrarlanir.

y(tiz1) terimine daha iyi yaklagik degerler, asagidaki Adams-Moulton formiiliiniin

yinelenmesiyle bulunabilir:

(k+1) _

h
Wpyq - =W+ o [9f(ti+1: wl(f)l) +19f (¢, wy) = 5f (timy, wi—1) + f(ti—z, wi—z)]

Ancak, a)l.(ﬁl), y(ti+1) ¢Ozlimii yerine kapali formiiliin verdigi yaklasik deger lizerinde
kalir ve daha yiiksek dogruluk gerekiyorsa, adim boyutunun kiigiiltiilmesi genellikle

daha verimli olacaktir.
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Diger ¢ok adimli yontemler, y(t;;,) lizerinde yaklasik deger elde etmek i¢in j < i —1
igin [tj, ti+1] tiurtinde araliklar tizerinde ara degerli polinomlarin integralinin

alinmasiyla tiiretilebilir. Ara degerli bir polinomun [t;_s,t;,;] lzerinde integralinin

alinmasi1 durumunda, sonug; acik Milne yontemidir :
4h
Wiy; = W3 + 3 [2f (&, w;) — f(ticy, wi—1) + 2f (ti—2, wi2)]

Bu denklemde &; € (t;_3,t;+1) igin yerel kesme hatasi gh“yc’)(fi) olacaktir. Bu

yontem, asagida, &; € (t;_q,t;+1) icin, yuvarlama hatas1 —(h*/ 90)y(5) (&;) olan kapali

Simpson yontemi icin sik sik dngoriicii olarak da kullanilmakta olup,

[ti—1,tiz1] lizerinde ara degerli bir polinomun integralini almak suretiyle elde edilir:
h
Wiy = Wi—1 T 3 [f (tir1, wi41) +4F (@ 0;) + f(Eim1, 0i-1)],

Milne-Simpson tipi bir 6ngoriicii-diizeltici yontemiyle ilgili bir yerel kesme hatasi,
genellikle Adams-Bashforth-Moulton yontemindeki bir hatadan daha kiiciik olsa da,
Adams isleminde goriilmeyen kesme hatasi problemleri edeniyle, bu teknik sinirli bir

kullanima sahiptir.
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5. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERINE
ORNEKLER

5.1 EULER YONTEMI
Ornek1 y'=y—t?2+1, 0<t<2, y(0)=0.5veN = 10.
Baslangi¢ deger probleminin yaklagik ¢oziimiinde Euler yontemi kullanilsin,
Oyleyse h=0.2, t;=02i, w,=0.5ve
Wip1 = w; + h(w; —t? + 1) = w; + 0.2[w; — 0.04i% + 1]
=1.2w; — 0.008i2+0.2, i=0,1,2,..,9 icin

Kesin ¢oziim, y(t) = (t + 1)? — 0.5¢" dir. Tablo 5.1 de, t; deki yaklasik degerler ve
gercek degerlerin arasindaki karsilastirma gosterilmektedir. Gosterilen karsilastirmada
w; = y(t;) yaklasik degerini hesaplamak i¢in Taylor agiliminda kalan terim ihmal

edilerek Euler yontemi elde edilir.

Tablo 5.1: Euler yontemi i¢in elde edilen sonuclar

t w; yi =y(t) Eop = lyi =yl | Eoq = lyi —y (@)
0.0 0.5000000 | 0.5000000 0.000000 0.000000
0.2 0.8000000 | 0.8292986 0.0292986 0.0152986
0.4 1.1520000 | 1.2140877 0.0620877 0.0325477
0.6 1.5504000 | 1.6489406 0.0985406 0.0518773
0.8 1.9884800 | 2.1272295 0.1387495 0.0733828
1.0 2.4581760 | 2.6408591 0.1826831 0.0971045
1.2 2.9498112 | 3.1799415 0.2301303 0.1229987
1.4 3.4517734 | 3.7324000 0.2806266 0.1508992
1.6 3.9501281 | 4.2834838 0.3333557 0.1804681
1.8 4.4281538 | 4.8151763 0.3870225 0.2111273
2.0 4.8657845 | 5.3054720 0.4396874 0.2419724

t degerleri arttik¢a, hata giderek artmaktadir. Bu kontrollii hata, hatanin dogrusal bir
yolda ilerlemesinden, daha kotii olmadig: beklenen Euler yonteminin kararliliginin bir

sonucudur.
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Ayrica h=0.2 i¢in ve h=0.1 i¢in hatalar karsilastirildiginda adim araliginin yariya
indirilmesi sonucu hatanin da ayni1 oranda azaldig1 goriilmektedir. Dolayisiyla aralik ne

kadar kiiciik olursa yapilan hatada o derece azalmis olur.

Sekil 5.1: h=0.2 i¢in Euler Yontemi Coziim Grafigi

12,0
10,0 f
8,0

6,0 == Yaklagik Cozim

== Gergek Coziim
4,0

2,0

0,0 T T T T T T T T T T 1

Sekil 5.2: h=0.2 i¢cin Euler Yontemi Hata Grafigi

Mutlak Hata

0,5000
0,4500
0,4000 //_
0,3500

0,3000 //
0,2500

0,2000
0,1500 /
0,1000 /

0,0500

0,0000 / : : : : : : : : .
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Ornek 2 Ornek 1 de bahsedilen baslangi¢ deger problemine geri doniildiigiinde,

y =y—t?+1,0<t<2,y(0) =0.5,

goriilityor ki

f(t,y) =y —t?+1,tiimylericin ve L = 1 iken

of (t,y) _

ay

1

dir.Bu problem i¢in y(t) = (t + 1)? — %et gercek ¢oziimdiir, boylelikle

y"(t) =2 —0.5et

ve tiim t € [0,2] icin |y" (t)] < 0.5e% — 2, h=0.2, L=1 ve M=0.5¢% — 2.

Euler yontemi i¢in hata sinirindaki esitsizligi kullanarak

ly; — w;| < 0.1(0.5e% — 2)(ett — 1) elde ederiz.

Tablo 5.2 de, Ornek 1 de bulunan gercek hata (G.H.) ve bu hata sinir1 (H.S.) birlikte

gosterilmistir

Tablo 5.2: Gerg¢ek hata ve hata simir1 degerleri

t; 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 18 2.0
G.H. | 0.02930 | 0.06209 | 0.09854 | 0.13875 | 0.18268 | 0.23013 | 0.28063 | 0.33336 | 0.38702 | 0.43969
H.S. | 0.03752 | 0.08334 | 0.13931 | 0.20767 | 0.29117 | 0.39315 | 0.51771 | 0.66985 | 0.85568 | 1.08264

Dikkat edilmelidir ki, ¢6zlimiin ikinci tiirevi aynen kullanilmis olmasina ragmen olusan

hata i¢in Teorem 4.1.3 {in saglamis oldugu iist sinir oldukc¢a biiyiiktiir. Bu da teoremin,

hatanin optimum bir iist sinir vermedigini ifade eder. Teorem 4.1.3 de verilen hata

simniriin temel 6nemi, h adim araligina lineer bagli olmasidir. Sonug¢ olarak, adim

araligin kiicliltmek yaklasimda daha duyarlilik saglar.
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Teorem 4.1.3 iin sonucu ihmal edildiginde, adim araliginin se¢iminde yuvarlama hatasi
etkili rol oynar. h kiicliltiildliglinde daha fazla isleme gerek duyulur ve daha fazla

yuvarlama hatas1 beklenir.

5.2 YUKSEK MERTEBEDEN TAYLOR YONTEMLERI

ORNEK1 y'=y—t?+1,0<t<2, y(0) = 0.5 baslangic deger problemine
2. ve 4. mertebeden Taylor yontemini uygulamak istiyoruz, t ye bagh

f(t,y(©) = y() — t? + 1 nin ilk iig tiirevini bulmaliyz:

fy®) =g -+ =y ~2t=y—t* +1-2t,

frey®)==@-t2+1-2) =y -2t -2
=y—t?+1-2t—2=y—t*—-2t—1 ve

(6 y(®) =%(y—t2—2t—1) =y -2t-2=y-t*-2t-1

Boylece ,

T@(t;, w;) = f(t, w) + gf’(ti: w;)
=a)i—ti2+1+§(wi—ti2—2ti+1)

=(1+§)(a)i—ti2+1)—hti ve

h h? ., h3 .,
TW(t, w;) = f(t, w;) + ;f’(ti, w;) + ?f "(t;, w;) + Zf, "(t;, w;)

2
! 2 6

h3 )
+ﬁ(wi_ti —Ztl—l)
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h h* h3 h?
— 4 L $+2) — a4
<1+2+6+24>(w‘ ti) <1+3+12>(htl)
2 h3
1+—4+———
* +2+6 24

Sonug olarak 2. ve 4. Mertebeden Taylor yontemi ,

(l)o - 0.5
wi-l—l (Ui [( 2) ((I)i i ) i]

ve i=0,1,2,....N-1 icin

wo = 0.5
h? h3 h?
wl+1—wz+h[<1+§+g+ﬁ>(wz—tlz)—<1+§+E>(ht1)
+1+h+h2 n
2 6 24

eger; h=0.2, N=10 ve t; =0.2i, Vi=1,2,..,10i¢cin.
Buradan 2.mertebeden yontem
wy = 0.5,
Wiy =w; +0.2 [(1 + 02—2> (w; — 0.04i2 + 1) — 0.041']

= 1.22w; — 0.0088i% — 0.008i + 0.22,

ve 4. mertebeden yontem

(U0=05
0.2  0.04 0.008 ,
Wiy1 = W; +02[< c e 27 )(wl—0041)
(1+02+0.0)(004)+1+o.2 0.04 0008]
3 T 12 ' 2 6 24

48



= 1.2214w; — 0.008856i% — 0.00856i + 0.2186 olur.

Tablo 5.3 te , y(t) = (t + 1)? — 0.5e! nin ¢oziimiiniin gercek degerleri, 2. ve 4.
mertebeden Taylor yoOnteminin sonuglart ve bu ydntemi iceren gercek hatalar

listelenmistir.

Tablo 5.3: Taylor yontemi icin elde edilen sonuglar

(Taylor 2) Hata (Taylor 4) Hata
i y(t) wj ly(t) — wl wj ly(t) — w;l
0,0 0,50000000 | 0,50000000| 0,00000000 | 0,50000000 | 0,00000000
0,2 0,82929860 | 0,83000000 | 0,00070137 | 0,82930000 | 0,00000137
0,4 1,21408800 | 1,21580000 | 0,00171232 | 1,21409100 | 0,00000346
0,6 1,64894100 | 1,65207600 | 0,00313520 | 1,64894700 [ 0,00000620
0,8 2,12722900 |2,13233300| 0,00510311 | 2,12724000 [ 0,00001025
1,0 2,64085900 | 2,64864600| 0,00778651 | 2,64087500 | 0,00001550
1,2 3,17994200 | 3,19134800| 0,01140594 | 3,17996400 [ 0,00002265
14 3,73240000 | 3,74864400| 0,01624417 | 3,73243200 | 0,00003242
1,6 | 4,28348400 | 4,30614600 | 0,02266169 | 4,28352900 | 0,00004482
1,8 | 4,81517600 |4,84629800| 0,03112125 | 4,81523800 | 0,00006151
2,0 5,30547200 | 5,34768300 | 0,04221153 | 5,30555600 | 0,00008392

Sekil 5.3: h=0.2 icin 2. mertebeden Taylor Yontemi Coziim Grafigi
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4,0

2,0

0,0

Pad

o~

et

9— Yaklasik Cozlim

pad
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1,6 1,8
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Sekil 5.4: h=0.2 icin 2.mertebeden Taylor Yontemi Hata Grafigi

0,0450
0,0400
0,0350
0,0300
0,0250
0,0200
0,0150
0,0100
0,0050
0,0000

Mutlak Hata

0,0

0,2 0,4 0,6 0,8

1,0

1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Sekil 5.5 : h=0.4 icin 4. mertebeden Taylor Yontemi Coziim Grafigi
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Sekil 5.6: h=0.2 icin 4.mertebeden Taylor Yontemi Hata Grafigi

Mutlak Hata

0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000 N 1 T T T T T T T T T 1
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0

5.3 RUNGE-KUTTA YONTEMI
Ormek1 y' =y—t?+1, 0<t<2, y(0)=0.5 baslangi¢c deger problemine
2.mertebeden Runge-Kutta yontemi uyguladigi farz edilirse; bu durumda
N=10, h=0.2, t; =0.2i ve wyg=0.5.
Cesitli formiillerden elde edilen farkli denklemler Vi = 0,1,2, ...,9 i¢in
Orta nokta yontemi twipq = 1.22w; — 0.0088i% — 0.008i + 0.218;
Iyilestirilmis Euler yontemi : w;,; = 1.22w; — 0.0088i% — 0.008i + 0.216;
Heun’s ydntemi twip, = 1.22w; — 0.0088i%2 — 0.008i + 0.2173.

Bu sonuglar Tablo 5.4 te listelenmistir. Bu problem i¢in orta nokta yontemi, tablodaki

diger yontemlere gore daha iyi sonu¢ vermektedir, bunu Heun’s yontemi takip eder.
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Tablo 5.4: Runge-Kutta yontemleri icin elde edilen sonuclar

t;

y(t)

Orta Nokta
Wi

Hata
ly(t;) — w;l

Iyiles.Euler
L}

Hata
ly(t;) — w;l

Heun’s
wj

Hata
ly(t;) — wil

0,0
0,2
04
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4
1,6
1,8
2,0

0,50000000
0,82929860
1,21408800
1,64894100
2,12722900
2,64085900
3,17994200
3,73240000
4,28348400
4,81517600
5,30547200

0,50000000
0,82800000
1,21136000
1,64465900
2,12128400
2,63316700
3,17046400
3,72116600
4,27062200
4,80095900
5,29037000

0,00000000
0,00129861
0,00272763
0,00428152
0,00594521
0,00769234
0,00947809
0,01123428
0,01286173
0,01421738
0,01510191

0,50000000
0,82600000
1,20692000
1,63724200
2,11023600
2,61768700
3,14957900
3,69368600
4,23509700
4,75561900
5,23305500

0,00000000
0,00329864
0,00716758
0,01169825
0,01699376
0,02317166
0,03036284
0,03871369
0,04838657
0,05955744
0,07241678

0,50000000
0,82730000
1,20980600
1,64206300
2,11741700
2,62774900
3,16315400
3,71154700
4,25818800
4,78508900
5,27030800

0,00000000
0,00199860
0,00428164
0,00687742
0,00981236
0,01311016
0,01678801
0,02085257
0,02529621
0,03008747
0,03516340

Dort degisken igeren f(t + aq,y+ 8:1f(t+ ay, v+ 6,f(t,y))) formu ile

ifade

edilen O(h®) hatasiyla birlikte T3(t,y) ye yaklasim yapilmasina ragmen ay, 8, @, Ve

&, nin kararliligini igeren cebir olduk¢a karmasiktir ve burada

ifade edilmeyecektir.

Aslinda 3.mertebeden Runge-Kutta yontemi genellikle kullanilmaz. En yaygin

kullanilan Runge-Kutta yontemi 4.mertebedendir, fark denklemi formundadir ve

asagidaki sekilde verilir.

Sekil 5.7: h=0.2 i¢in Orta Nokta Yontemi Coziim Grafigi

12,0

10,0

8,0

6,0

4,0

2,0

0,0

_a

el

el

== Yaklagik C6ziim

‘/-/

/ =¢=Gercek Coziim

0,0 0,2

04 0,6

0,8

1,0 1,2

1,4 16 1,8 20

52



Sekil 5.8: h=0.2 icin Orta Nokta Yontemi Hata Grafigi
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Sekil 5.9: h=0.2 i¢in iyilestirilmis Euler Yontemi Coziim Grafigi
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Sekil 5.10: h=0.2 icin Iyilestirilmis Euler Yontemi Hata Grafigi
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Sekil 5.11: h=0.2 icin Heun’s Yontemi Co6ziim Grafigi
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Sekil 5.12: h=0.2 icin Heun’s Yontemi Hata Grafigi

Mutlak Hata
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Ornek2 y' =y—t>+1,0 <t < 2,y(0) = 0.5; baslangi¢ deger probleminin

h=0.2 , N=10 ve t; =0.2i olmak iizere 4.mertebeden Runge-Kutta

yonteminin kullanimiyla yaklasik ¢6ziimiinti, Tablo(5.5) da sonuclar ve hatalari

verilmistir.

Tablo 5.5: 4.mertebeden Runge-Kutta yontemi igin elde edilen sonuglar

Hata

y(&) wj ly(t;) — w;l
0,0 | 0,50000000 | 0,50000000 | 0,00000000
0,2 | 0,82929860 | 0,82929330 | 0,00000530
0,4 | 1,21408800 | 1,21407600 | 0,00001144
0,6 | 1,64894100 | 1,64892200 | 0,00001872
0,8 | 2,12722900 | 2,12720300 | 0,00002670
1,0 | 2,64085900 | 2,64082300 | 0,00003648
1,2 | 3,17994200 | 3,17989400 | 0,00004745
1,4 | 3,73240000 | 3,73234000 | 0,00005984
1,6 | 4,28348400 | 4,28341000 | 0,00007439
1,8 | 4,81517600 | 4,81508600 | 0,00009012
2,0 | 5,30547200 | 5,30536300 | 0,00010872
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Runge-Kutta yontemlerinin  uygulamasindaki esas hesaplama yikii f in
hesaplanmasidan kaynaklanir. 2.mertebeden yontemlerde, yerel kesme hatasi O(h?)
dir ve her adimda iki fonksiyon degerine ihtiya¢ duyulur. 4.mertebeden Runge-Kutta
yontemi her adim i¢in dort fonksiyon degerini gerektirir ve yerel kesme hatas1 O(h*)
tiir. Her adim i¢in degerlerin sayisi ile yerel kesme hatasinin mertebesi arasindaki iliski
Tablo (5.6) de gosterilmektedir. Bu tablo, daha biiyiik adim aralig1 kullanarak yiiksek
mertebeli yontemler yerine, daha kii¢iik adim araliklartyla ve besten daha az mertebeli

yontemlerin tercih edilmesinin sebebini gosterir.

Tablo 5.6: Adim degeri ve yerel kesme hatalari

Adim Degerleri 2 3 4 5<n<7 | 8<n< 9 10 <n

En Muhtemel 0(h?) | 0(h) | O(hY) | O(h™™ D] O(R"7?) | O(h"%)

Yerel Kesme Hatasi

Diisiik mertebeli Runge-Kutta yontemlerinin kiyaslanmasinin bir kriteri su sekildedir;

i.  4.mertebeden Runge-Kutta yontemi her adim i¢in dort deger gerektirir, bundan
dolay1 Runge-Kutta yontemi daha yiiksek mertebedense, dortte bir adim
araligiyla Euler yonteminden daha kesin sonuglar verir.

ii.  4.mertebeden Runge-Kutta yontemi, 2.mertebeden Runge- Kutta yonteminden
daha tistiin ise 2.mertebeden yontemin % adim araligindan, h adim aralig1 daha

kesin sonuglar verir, ¢linkii 4.mertebeden yontem adim basi iki kat fazla
fonksiyon degeri gerektirir. Bu kriter ile Runge-Kutta yonteminin tistiinliigliniin

bir 6rnegi asagidaki drnekte gosterilmektedir.
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Sekil 5.13: h=0.2 icin 4.mertebeden Runge-Kutta Yontemi Coziim Grafigi
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Sekil 5.14: h=0.2 icin 4.mertebeden Runge-Kutta Yontemi Hata Grafigi
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Ornek3 y' =y—t>+1,0<t<2,y(0) = 0.5 problemi i¢in
h = 0.025 iken Euler yontemini,
h = 0.05 iken Orta nokta yontemini,

h = 0.1 iken 4.mertebeden Runge-Kutta yontemini kullanarak verilen diferansiyel
denklemi yaklasik olarak hesaplayalim. Bu noktalarin ortak ag noktalar1 0.1, 0.2, 0.3,
0.4 ve 0.5 de karsilagtirtlir. Bu tekniklerin her biri y(0.5) yaklasimi igin Tablo (5.7) de
listelenen degerlerin belirlenmesinde 20 islevsel fonksiyon degeri gerektirir. Bu 6rnekte

goruldiigii tizere 4. mertebe agikea tistiindiir.

Tablo 5.7: Farkh yontemler i¢in elde edilen sonuglar

Euler Iyilestirilmis Euler | 4.mertebeden Runge-Kutta
t; y(t;) h=0.025 h=0.05 h=0.1
0.0 | 0.5000000 | 0.5000000 0.5000000 0.5000000
0.1 | 0.6574145 | 0.6554982 0.6573085 0.6574144
0.2 | 0.8292986 | 0.8253385 0.8290778 0.8292983
0.3 | 1.0150706 | 1.0089334 1.0147254 1.0150701
0.4 | 12140877 | 1.2056345 1.2136079 1.2140869
0.5 | 14256394 | 1.4147264 1.4250141 1.4256384

5.4 COK ADIMLI YONTEMLER
ORNEK 1 Asagidaki baslangic deger problemini
y =y—t?+1, 0<t<2, y(0)=0.5,

Adams-Bashforth dort adimli agik yonteminin ve Adams-Moulton {i¢ adimli kapali

yonteminin sagladigi yaklagik degeri, her birinde h = 0.2 olmak iizere ele alalim.

Adams-Bashforth yontemi, i = 3, 4, ..., 9 i¢cin asagidaki fark denklemine sahiptir.

h
Wiy = w; + 2 [55f(t;, w;) — 59f (ti—q, wi—1) + 37f (ti—p, wi—3) — 9f (ti—3, w;-3)]
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ft,y)=y—t*+1,h=02vet; =0.2i

kullanilarak sadelestirildiginde ise, asagidaki gibi olmaktadir:
1 . .
W1 = oo [35w; — 11.8w;_; + 7.4w;_, — 1.8w;_3 — 0.192i%? — 0.192i + 4.736]
Adams-Moulton yonteminde ise i =2, 3, ..., 9 i¢in asagidaki kalanlar denklemi vardir:
h
Wit = w; + ﬁ[gf(ti+1’wi+1) + 19f(ty, ) — 5f (ti—y, wi—q) + f(timz, wi-3)]
Bu da asagidaki gibi sadelestirilecektir:
1
Wiy = > [1.8w;41 + 27.8w; — w;_; + 0.2w;_, — 0.192i% — 0.192i + 4.736]
Bu yontemi agik olarak kullanmak i¢in, i =2, 3, ..., 9 i¢in
1
Wiy = 577 [27.8w; — w;_y + 0.2w;_, — 0.192i? — 0.192i + 4.736]

veren wj,q icin ¢oziliir.

Tablo 5.8 deki sonuglar, agik Adams-Bashforth yontemindeki o, o3, a, Ve az ve kapali
Adams-Moulton ydntemindeki a, oy Ve oy igin y(t) = (t + 1) — 0.5e* denkleminden

elde edilen kesin degerler kullanilarak elde edilmistir.

Tablo 5.8: Cok adimh yontemler i¢in elde edilen sonuglar

Adams-Basforth Hata Adams-Moulton Hata

t y(t;) w; ly(t;) — w;l w; ly(¢;) — w;l
0,0 |0,50000000

0,2 |0,82929860

0,4 |1,21408800

0,6 |1,64894100 1,64892000 0,00002074
0,8 2,12722900| 2,12728900 0,00005984 2,12719600 0,00003338
1,0 [2,64085900| 2,64105300 0,00019431 2,64080800 0,00005078
1,2 [3,17994200| 3,18031400 0,00037265 3,17986800 0,00007415
1,4 |3,73240000| 3,73301900 0,00061893 3,73229500 0,00010514
1,6 [4,28348400| 4,28444300 0,00095892 4,28333700 0,00014687
1,8 [4,81517600| 4,81659700 0,00142002 4,81497500 0,00020170
2,0 15,30547200| 5,30750900 0,00203753 5,30519900 0,00027323
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Sekil 5.15: h=0.2 icin Adams-Bashforth Yontemi Coziim Grafigi
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Sekil 5.16: h=0.2 icin Adams-Bashforth Yontemi Hata Grafigi
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Sekil 5.17 : h=0.2 icin Adams-Moulton Yontemi Coziim Grafigi
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Sekil 5.18 : h=0.2 i¢cin Adams-Moulton Yontemi Hata Grafigi
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Sekil 5.19 : Yontemlerin hata grafigi
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6. TARTISMA

Bir baslangi¢ deger problemi dort farkli yontemle incelendi. O(h) tipindeki Euler
yontemini kullanarak inceledigimizde, h adim araliginin artisina bagli olarak hata
degerlerinin arttig1, azaltildiginda ise hata degerlerinin kiigiildiigli goriilmektedir.
Dolayisiyla adim aralig1 ne kadar kiigiik segilirse hata o derece azalmig olacaktir. Ancak
adim araliginin ¢ok kii¢iik se¢ilmesi durumunda, islem basamaklar1 artar ve bu ylizden
Euler yontemi kullanish ve ekonomik degildir.

Yiiksek basamaktan Taylor yontemi ise; Euler yonteminden daha iyi sonuglar verir
ancak cok fazla tiirev hesab1 gerektirdiginden pratikte kolay kullanilmayabilir.
Yontemin kavramsal olarak basit olmasi ve ¢ok yiiksek duyarliliga sahip olmasi bir
avantajdir. n. Mertebeden bir Taylor yonteminin yerel kesme hatasi ise O (h™) dir.
Runge-Kutta yontemleri her ne kadar Taylor yonteminin basamaklarmi kullansa da,
yontemin zorlugunu ortadan kaldirmiglardir. Orta nokta ydntemi, lyilestirilmis Euler
yontemi ve Heun’s yontemi 2. Mertebeden Runge-Kutta metodu olup kesme hatalari
0(h?) dir. En ¢ok kullanilan 4. Mertebeden Runge-Kutta yonteminin ise yerel kesme
hatast O (h®) dir.

Cok adimli yontemlerde ise m. adimdaki bir Adams-Basforth agik yontemi ile (m-1).
adimdaki Adams-Moulton kapali yontemi karsilastirildiginda her ikisinde hata terimleri
aynidir. Buna karsin, katsayilarindan dolay1 kapali yontem, agik yonteme goére daha

yiiksek kararliliga sahiptir. Bu da, daha diisiik yuvarlama hatas1 anlamia gelir.

Tablo 6.1 : Yerel kesme hatasi

Yontem Yerel Kesme Hatasi
Euler Yontemi 0(h)
2.Mertebeden Taylor Yontemi 0(h?)
4 Mertebeden Taylor Yontemi 0(h*)
4 Mertebeden Runge-Kutta Ydntemi 0(h%)
4. adimda Adams-Basford Y éntemi 0(h3)
3. adimda Adams-Moulton Ydntemi 0(h?)

63




7. SONUC

Adi diferansiyel denklemlerin bir 6rnegi ele alinip, ger¢ek ¢oziim, yaklasik ¢6ziim ve
yapilan hatalar hesaplanmistir. Bu hesaplamalarda, Euler yontemi, yliksek mertebeden
Taylor yontemleri, Runge-Kutta yontemleri ve ¢ok adimli yontemler kullanilmistir.

Bunun neticesinde en iyi sonuglar, adim araliginin kiiciik tutulmasi ve yiiksek
mertebeden yontemler kullanilarak elde edilir. Ele alinan baslangi¢c deger problemi igin
gercek coziime en yakin sonuglar, 4.mertebeden Taylor yonteminden elde edilmistir.
Yapilan hatanin en kiigiikk oldugu durum, bu metodun uygulanmasi sonucunda

bulunmustur.
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EK 1: Boliinmiis Farklar

Xg, X1, -, Xn Qibi n + 1 tane farkli noktada f fonksiyonunu interpole eden n. Lagrange
polinomu B, (x) ile gosterilsin. Her ne kadar bu polinom tek tiirlii belirli olsa da bazi
durumlarda avantaj saglamasi bakimindan farkli cebirsel gosterimleri kullanilabilir. f
fonksiyonunun x,, x4, ..., x, noktalarina gére bolinmiis farklar1 ay, ay, ..., a, ler uygun

sabitler olmak tizere

P,(x) =ag+a;(x —xp) +ay(x—x5)(x —x1) + -
+an(x — x0) (x — x1) .. (x — x_1) (1.1)

Formundaki P, (x) polinomu ile ifade edilir. Oncelikle bu sabitleri tespit etmek icin bir
metot gelistirilir : (1.1) ifadesinde x = x, yazarsak sifirdan farkli tek terim a, katsayisi
olur. Buna gére ag = P,(x) = f(x,) dir. Aitken A? notasyonu ile iliskili olarak
bolinmiis fark notasyonu tanmimlanir. x; noktasina gore f fonksiyonunun sifirinct
béliinmiis farkl f(x;) ile gosterilir ve f nin x; noktasindaki degeri f[x;] = f(x;) (1.2)
olarak tanimlanir.
Benzer sekilde P, (x) polinomu x; noktasinda hesaplanirsa, P (x;) ifadesindeki
sifirdan farkli terimler igin

P(x;) = ag + a1 (x; — x0) = f(x0) + a;(x1 — x0) = f(x1)
oldugundan,

o L fO) = fG0) _ flul = flx] 02
Xy — Xo X1 — Xo

elde edilir. Buna gore f fonksiyonunun x; ve x;,, noktalarina gore birinci

béliinmiis farkl f| x;, x;44] ile gosterilir ve

_ flxial = f ]
flxpxi] = P—— (1.3)

olarak tanimlanir. Rekiirsif olarak ikinci boliinmiis fark, f[x;, X;y1,%is2] seklinde

gosterilir ve
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flxivn xiv2] = fLxi xi44]
[l Xiv2 xi]

flxi Xip1, Xi42] =

olarak tanimlanir.

k-1 boliinmiis fark  islemi sonrasinda  f[x;, Xj11, co) Xigi—1] ve
flXiz1 Xiz2s r Xigk—1,Xisr | terimleri elde edilmis olur ve bunlara bagli olarak
f fonksiyonunun  x;,x;4q,...,X;4+x ~ noktalarma  gore k. bolinmis  farki
flIXiz1, Xiz2s o Xisr—1, Xivx | asagrdaki sekilde tanimlanir:

f[xi+1;xi+2' oo Xitk—1 Xitk ] — f[xi:xi+1' oo s Xigk—1)

FIXiv1s Xig2s ooos Xigk1, X | =

Xitk — Xi
(1.4)
Son olarak verilen f fonksiyonunun n. boliinmiis farki
f[ X1, X2, -0y xn] - f[x1, X2y ey xn—l]
f[xO'xlﬂ e Xp ] =
Xn — Xo
seklinde tanimlanir. (1.3) ifadesinden a; = f[xq,x1] veag = f(xo) = f[xo]
olarak yazilabildiginden (1.1) ile verilen interpolasyon polinomu
Po(x) = flxol + flxo, x1](x — x0) + az(x — x0) (x — x1) + -
+ an(x — x0) (x — x) (x — xp—1)
formunda bir gdsterime sahiptir. apVve a, katsayilarinin hesabindan da goriilecegi
lizere aranan katsayillark = 0,1, - -+ - ,n olmak lizere
ay = f[xO'xli "'ﬂxk]
formundadir. Dolayisiyla f fonksiyonunun Newton béliinmiis farki P, (x),
n
Fu(x) = flxol + ) flxo, %1, 0, 20 1 (6 = 20) (X = %4) o (X = Xp—1) (1.5)
=1
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seklinde ifade edilir. f[xg, xq,...,x, | degeri xg, Xy, ..., X sayilarmin sirasina bagh

degildir.

Newton Geri Fark Formiilii
Eger interpolasyon noktalari sondan basa dogru x,,x,_q, ..., Xy seklinde dizilir ise

interpolasyon formiilii

Pn(x) = f[xn] + f[xnr xn—l](x - xn) + f[xnr xn—lxn—z](x - xn)(x - xn—l) +

+ flxp o Xol (X — ) (6 — Xp—1) . (X — X1)

olarak elde edilir.
Eger verilen noktalar i = 1,2, ...,n i¢in x;, x;_; = h esitligini sagliyorsa
yani, noktalarin hepsi esit aralikli ise x = x,, + shvex —x; = (s+n—1i)h
olmak iizere
Py(x) = Py(xy + sh)
= flxn] + shf [xn, xp-1] + s(s + DR f o, 21200 2] + -+
+s(s+1)..(s+n—1Dh"fx,, Xn_1, > Xo]

esitligini saglayan Newton geri fark formiilii elde edilir. Bu formiilii daha kompak hale
getirmek i¢in agagidaki tanima ihtiyac vardir:

Tamm 1 Verilen bir {P,} > = 0 dizisi i¢in geri fark VP,
VP, =P, —P,_,, n>1

olarak ve daha yliksek mertebeler rekiirsif olarak
Vkp, = V(V¥71PR), k>?2
seklinde tanimlansin.
Tanim 1 e gore
1

TASICY

1
f[xn» xn—l] = Evf(xn)’ f[xn'xn—l'xn—z] =

ve en genel halde,
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1
f[xnr Xn—1y - rxn—k] k! hk ka(xn)
formiilii elde edilir. Sonug olarak,
Pa(®) = fla] + sVf L] + SRV () 4 oo b TEREET g

esitligine ulasilir. Binom katsay1 notasyonunun s nin tiim reel say1 degerlerine

genisletilmesi ile elde edilen

—s —s(—s—1)..(—s—k+1) s(s+1)..(s+k—-1)
(k )= k! = (D k!

ifadesi kullanilarak

PC9 = flxal + (=D () Vflal + (=17 (7)) V£ Con)

—S

e (—1 n
Foet G () T G
formiili elde edilir.

Newton Geri Fark Formiilii genel olarak;

PO = e+, (D) Pre)
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EK 2: Taylor Teoremi
Langrange Kalanh Taylor Teoremi

Eger f € C™[a, b] ve (a, b) acik araliginda f ™V mevcut ise, bu durumda [a, b] kapali

araliginda herhangi ¢ ve x noktalar1 i¢in
fQ) = S0 FRE) = OF + Ey (%) (1.6)

dir. Burada c ve x arasinda baz1 & ler i¢in hata terimi

En(x) = fOE - o+t

(n +1)'

dir. Burada “ ¢ ve x arasindaki £” nin anlami1 ¢ ve x nin 6zel degerlerine ¢ < § < x veya

x < &< cdir.

¢ = 0 durumunda 6nemli bir 6zel durum olusur. Denklem (1.6)

En(x) = feE

(n +1)'

olmak tizere, f(x) in

F@=Y  SFOOK +Ey)

Maclaurin serisine doniisur.
Ortalama Deger Teoremi

Eger f € C [a,b] ve (a,b) acik arahiginda f' mevcut ise, bu durumda [a, b] kapali

araliginda herhangi x ve ¢ noktalar1 i¢in

fG)=f)+f K=o

dir. Burada &, c ilex arasindadir.
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x = b ve ¢ = a alip, diizenleme yapilirsa,

fb) = f(a)=f'®®b-a (a <E<b)

onemli esitligini elde ederiz. f'(x) e bir yaklasim Ortalama-Deger Teoreminden elde

edilebilir.

fx+h) —fx—h)

f1ea = 2h

integral Kalanh Taylor Teoremi

Eger f € C"*1[a, b] ise, bu durumda [a, b] kapali aralifinda herhangi x ve ¢ noktalar

icin
=Y PO - + Ry(a)
dir. Burada
Ra) = o jX FED(0) (x — ™ de
!
dir.
Ispat :

[utv= [ [ e

Kismi integrasyon formiiliinii

(x—0)"
n!

dv = fO+D(t)dt

ile R,, integraline uygularsak

R, = l[f(“)(t)(x — 1)
" onl

t=x x
+nf F™ ) (x — )" dt
t=c .
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= lf(”)(c)(x — )" +R
n! not

olur. Kismi integrasyonlara devam edildiginde, son olarak

Ro== OG-0 + Ry

bulunur.

Ro = f F(Odt = F@) - ()

oldugundan,

no1
F@O=f@+) GfPE@E-ok+k,

elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Eger f € C"*1[a,b] ise, bu durumda [a, b] kapali araliginda herhangi x ve x + h

noktalari i¢in

n  pk
fatn) =) rf P00+ Enh)

dir. Burada

n+1

Enth) = 55D

)

olup, & noktasi x ve x + h arasindadir.

f(x + h) denkleminin agik formu;

R

h? h3
flr+h)=fE)+RfIC)+— [0+ 570+ + f®(x) + E,(h).

n!
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EK 3: integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi
u ve v bir [a, b] araliginda siirekli reel-degerli fonksiyonlar olmak tizere, u = 0 kabul
edelim. Bu durumda,

b

b
fu(x)v(x)dx = u(f)fv(x)dx

a

olacak sekilde [a, b] araliginda bir & noktasi vardir.
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EK 4: Euler Metodu i¢in Fortran Program Kodu
dimension t(12),w(12),z(12),hata(12)
OPEN(20,file="euler metodu h=0.2',status="old")
t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

z(1)=0.5d0

n=10

b=2.0d0

h=b/n

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

don=1,11

t(n+1)=t(1)+n*h
w(n+1)=w(n)+h*(w(n)-(t(n)**2)+1.0d0)
end do

c analitik ¢oziim

doi=2,11
z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do

write(*,*) t(1),w(1),z(1),hata(1)
write(20,*) t(1),w(1),z(1),hata(1)

doi=2,11
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write(*,*) t(i),w(i),z(i),hata(i)
write(20,*) t(i),w(i),z(i),hata(i)
end do

end
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EK 5: Yiiksek Mertebeden Taylor Yontemleri icin Fortran Program Kodu
8.5.1 2.mertebeden Taylor Yontemi
dimension t(12),w(12),z(12),hata(12)
OPEN(80,file="taylor.dat',status="old")
t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

z(1)=0.5d0

h=0.2d0

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

do i=1,10

t(i+1)=h*i
w(i+1)=1.22d0*w(i)-(0.0088d0*(i-1)*(i-1))-(0.008d0*(i-1))+0.22d0
end do

c analitik ¢oziim

doi=2,11
z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do

write(*,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
write(80,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
doi=2,11

write(*,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)
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write(80,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)

end do

end

4.mertebeden Taylor Yontemi
dimension t(12),w(12),z(12),hata(12)
OPEN(80,file="taylor4.dat',status="old")
p=0.2186d0

t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

z(1)=0.5d0

h=0.2d0

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

doi=1,10

t(i+1)=h*i
w(i+1)=1.2214d0*w(i)-(0.008856d0*(i-1)*(i-1))-(0.00856d0*(i-1))+p
end do

c analitik ¢oziim

doi=2,11
z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do

write(*,*) t(1),2(L),w(1),hata(1)
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write(80,%) t(1),z(1),w(1),hata(1)
doi=2,11

write(*,*) t(i).z(i),w(i),hata(i)
write(80,%) t(i),z(i),w(i),hatai)
end do

end
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EK 6: Runge-Kutta Yontemleri icin Fortran Program Kodu
Orta Nokta Yontemi

dimension t(12),w(12),z(12),hata(12)
OPEN(80,file="'midp.dat',status="old")
t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

z(1)=0.5d0

h=0.2d0

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

doi=1,10

t(i+1)=h*i
w(i+1)=1.22d0*w(i)-(0.0088d0*(i-1)*(i-1))-(0.008d0*(i-1))+0.218d0
end do

c analitik ¢oziim

doi=2,11
z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do

write(*,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
write(80,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
doi=2,11

write(*,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)
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write(80,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)

end do

end

Tyilestirilmis Euler Yontemi
dimension t(12),w(12),z(12),hata(12)
OPEN(80,file="modieuler.dat',status="old")
t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

z(1)=0.5d0

h=0.2d0

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

doi=1,10

t(i+1)=h*i
w(i+1)=1.22d0*w(i)-(0.0088d0*(i-1)*(i-1))-(0.008d0*(i-1))+0.216d0
end do

c analitik ¢oziim

doi=2,11
z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do

write(*,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)

write(80,%) t(1),2(L),w(1),hata(1)
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doi=2,11
write(*,*) t(i),z(i),w(i), hata(i)
write(80,%) t(i),z(i),w(i),hatai)

end do

end

Heun’s Yontemi

dimension t(12),w(12),2(12),hata(12)
OPEN(80, file="heuns.dat' status="old")
t(1)=0.0d0

w(1)=0.5d0

2(1)=0.50

h=0.2d0

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

do i=1,10

t(i+1)=h*i
w(i+1)=1.22d0*w(i)-(0.008800*(i-1)*(i-1))-(0.008d0*(i-1))+0.2173d0
end do

¢ analitik ¢oziim

doi=2,11
2(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
hata(i)=abs(z(i)-w(i))

end do
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write(*,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
write(80,*) t(1),z(1),w(1),hata(1)
doi=2,11

write(*,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)
write(80,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)
end do

end

4.mertebeden Runge-Kutta Yoéntemi
program solvingwithRungeKutta
implicit none

real,dimension(12) ::w,e,z,hata
integer n,i,k

real(8)::a,b,h,y 0.t

e(1)=0.0d0

2(1)=0.5d0

k=10

b=2.0d0

h=b/k

hata(1)=abs(z(1)-w(1))

do k=1,11

e(k+1)=e(1)+k*h

end do
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doi=2,11

z(i)=(e(i)+1)**2-(0.5d0*exp(e(i)))

end do

write(*,*)"Degerleri giriniz a,b,h,y0"
read(*,*)a,b,h,y 0

open(unit=1, file="resultadoRungeKutta.dat",status="old")
call RungeKutta(y_0,a,b,h)

close(1)

contains

subroutine RungeKutta(y_0,a,b,h)

implicit none

real(8), intent(inout)::a,h,b,y 0

real(8)::yt,F 1,F 2,F 3,F 4

n=1

t=a

y=y_0

do while(t<=b)
y=y+(F_1+2.0d0*F_2+2.0d0*F_3+F_4)/6.0d0
F_1=h*f(y,t)

F_2=h*f(y+(1.0d0/2d0)*F_1, t+h*(1.0d0/2.0d0))
F_3=h*f(y+(1.0d0/2.0d0)*F_2, t+h*(1.0d0/2.0d0))

F_4=h*f(y+F_3,t+h)
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w(n)=y
hata(n)=abs(z(n)-w(n))
write(1,*)t, z(n),w(n),hata(n)
write(*,*)t,z(n),w(n),hata(n)
n=n+1

t=t+h

end do

endsubroutine

function f(y,t)

implicit none

real(8)::f,y,t
f=y-(t*t)+1.0d0

end function

end program
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EK 7: Cok Adimhi Yontemler

8.7.1 4.mertebeden Adams-Bashforth Yontemi
dimension w(12),z(12),t(12),hata(12)

real a

a=1/24.0

w(1)=0.5

w(2)=0.8292933

w(3)=1.2140762

w(4)=1.6489220

t(1)=0.0d0

h=0.2d0

z(1)=0.5d0
OPEN(80,file="AdamsBashforth.dat',status="old")
do i=4,10

p=(i-1)*(i-1)+(i-1)
w(i+1)=a*(35*w(i)-11.8*W(i-1)+7.4*w(i-2)-1.8*w(i-3)-0.192*p+4.736)
end do

doi=1,11

t(i+1)=h*i

end do

c analitik ¢6ziim

doi=2,11
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z(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))

end do

doi=5,11

hata(i)=abs(z(i)-w(i))

write(*,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)

write(80,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)

end do

end

3.mertebeden Adams-Moulton Yontemi
dimension w(12),z(12),t(12),hata(12)
p=1/22.2

r=0.192

w(1)=0.5

w(2)=0.8292933

w(3)=1.2140762

t(1)=0.0d0

h=0.2d0

2(1)=0.5d0
OPEN(80,file="Adamsmoulton.dat',status="old")
do i=3,10
w(i+1)=p*(27.8*w(i)-w(i-1)+0.2*w(i-2)-r*(i-1)*(i-1)-r*(i-1)+4.736)

end do
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doi=1,11
t(i+1)=h*i

end do

¢ analitik ¢oziim

doi=2,11
2(i)=(t(i)+1)**2-(0.5d0*exp(t(i)))
end do

do i=4,11

hata(i)=abs(z(i)-w(i))

write(*,*) 1(i),z(i),w(i),hata(i)
write(80,*) t(i),z(i),w(i),hata(i)
end do

end
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